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一、高等数学 
(一) 函数、极限、连续 

 
考试内容 公式、定理、概念 

函数和隐

函数 

函数：设有两个变量 x和 y，变量 x的定义域为D，如果对于D中的每

一个 x值，按照一定的法则，变量 y有一个确定的值与之对应，

则称变量 y为变量 x的函数，记作： ( )y f x=  

基本初等

函数的性

质及其图 
形，初等函

数，函数关

系的建立：

基本初等函数包括五类函数: 

1幂函数: ( )y x Rµ µ= ∈ ; 

2指数函数 xy a= ( 0a > 且 1a ≠ ); 

3对数函数: logay x= ( 0a > 且 1a ≠ ); 

4三角函数:如 sin , cos , tany x y x y x= = = 等; 

5反三角函数:如 
arcsin , arccos , arctany x y x y x= = = 等. 

初等函数：由常数C和基本初等函数经过有限次四则运算与有限此复合

步骤所构成，并可用一个数学式子表示的函数，称为初等函

数. 

数列极限

与函数极

限的定义

及其性质，

函数的左

极限与右

极限 

1
0

0 0lim ( ) ( ) ( )
x x

f x A f x f x A− +→
= ⇔ = =  

2
0 0

0lim ( ) ( ) ( ), lim ( ) 0
x x x x

f x A f x A a x a x
→ →

= ⇔ = + =其中  

3(保号定理) 

0

lim ( ) , 0( 0), 0
x x

f x A A A δ
→

= > < ∃ >设 又 或 则 一个 , 

0 0 0( , ), ( ) 0( ( ) 0)x x x x x f x f xδ δ∈ − + ≠ > <当 且 时， 或  
无穷小和

无穷大的

概念及其 

lim ) 0, lim ( ) 0x xα β= =设 （  
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关系，无穷

小的性质

及无穷小

的比较 

( )(1) lim 0, ( ) )
( )
x x x
x

α
α β

β
=若 则 是比（ 高阶的无穷小， 

α β记为 (x)=o( (x)). 
( )(2) lim , ( ) )
( )
x x x
x

α
α β

β
= ∞若 则 是比（ 低阶的无穷小， 

( )(3) lim ( 0), ( ) )
( )
x c c x x
x

α
α β

β
= ≠若 则 与（ 是同阶无穷小， 

( )(4) lim 1, ( ) )
( )
x x x
x

α
α β

β
=若 则 与（ 是等价的无穷小， 

α β记为 (x) (x) 
( )(5) lim ( 0), 0, ( ) )
( )k

x c c k x x
x

α
α β

β
= ≠ >若 则 是（ 的k阶无穷小  

0x →常用的等阶无穷小：当 时  
sin
arcsin
tan

,
arctan
ln(1 )
e 1x

x
x

x
x

x
x







+


− 

              

2

1

11 cos
2

1(1 ) 1n

x x

x x
n

−

+ −





 

无穷小的性质 

（1） 有限个无穷小的代数和为无穷小 

（2） 有限个无穷小的乘积为无穷小 

（3） 无穷小乘以有界变量为无穷小 

Th  在同一变化趋势下，无穷大的倒数为无穷小；非零的无穷小的倒数

为无穷大 

极限的四

则运算 

lim ( ) , lim ( ) .f x A g x B= = 则  

(1) lim( ( ) ( ))f x g x A B± = ± ； 

(2) lim ( ) ( )f x g x A B=  ； 

( )(3) lim ( 0)
( )

f x A B
g x B

= ≠  

3 

极限存在

的两个准 
则：单调有

界准则和

夹逼准则，

两个重要

极限： 

1 ( ) ( ) ( ),x x f x xϕ φ≤ ≤0夹逼定理）设在 的邻域内，恒有（  

 
0 0

lim ( ) lim ( ) ,
x x x x

x x Aϕ φ
→ →

= =且
0

lim ( )
x x

f x A
→

=则  

2单调有界定理：单调有界的数列必有极限 

3两个重要极限：    

0

sin(1) lim 1
x

x
x→

=            
1

0
(2) lim(1 ) ex

x
x

→
+ =       

重要公式：

0

01
0 1 1

1
0 1 1

,

lim 0,

,

n n
n n

m mx
m m

a
n m

b
a x a x a x a

n m
b x b x b x b

n m

−
−

−→∞
−

 =
+ + + + = <

+ + + + 


∞ >

L

L
 

4几个常用极限特例 

lim 1,n

n
n

→∞
=              lim arctan

2x
x π

→+∞
=      

lim arctan
2x

x π
→−∞

= −       lim arccot 0,
x

x
→+∞

=  

lim arccot
x

x π
→−∞

=        lim e 0,x

x→−∞
=        

lim e ,x

x→+∞
= ∞            

0
lim 1,x

x
x

+→+
=  

函数连续

的概念：函

数间断 
点的类 
型：初等函

数的连续

性：闭区间

上连续函

数的性质 

连续函数在闭区间上的性质： 

(1) (连续函数的有界性)设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续,则 ( )f x  

在 [ ],a b 上有界,即∃常数 0M > ，对任意的 [ ],x a b∈ ,恒有    

( )f x M≤ . 

(2) (最值定理)设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续,则在 [ ],a b 上 

( )f x 至少取得最大值与最小值各一次,即 ,ξ η∃ 使得: 
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( ) ( ){ } [ ]max , ,
a x b

f f x a bξ ξ
≤ ≤

= ∈ ； 

( ) ( ){ } [ ]min , ,
a x b

f f x a bη η
≤ ≤

= ∈ . 

(3) (介值定理)若函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续, µ 是介于 ( )f a 与 

( )f b (或最大值M 与最小值m )之间的任一实数,则在 [ ],a b  

上至少∃一个ξ ,使得 ( ) ( ).f a bξ µ ξ= ≤ ≤  

(4) (零点定理或根的存在性定理)设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连 

续,且 ( ) ( ) 0f a f b⋅ < ,则在 ( ),a b 内至少∃一个ξ ,使得 

( ) ( )0.f a bξ ξ= < <  

 

(二) 一元函数微分学 
 
考试内容 对应公式、定理、概念 

导数和微

分的概念

左右导数

导数的几

何意义和 
物理意义 

 

1导数定义： 0 0
0 0

( ) ( )'( ) lim
x

f x x f xf x
x→

+ −
=






（1）    

或  
0

0
0

0

( ) ( )'( ) lim
x x

f x f xf x
x x→

−
=

−
   （2） 

2函数 ( )f x 在 0x 处的左、右导数分别定义为： 
左导数： 

 
0

0 0 0
0 0

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim , ( )

x x x

f x x f x f x f x
f x x x x

x x x− −−
∆ → →

+ ∆ − −′ = = = + ∆
∆ −

右导数：

0

0 0 0
0

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x x x

f x x f x f x f x
f x

x x x+ ++
∆ → →

+ ∆ − −′ = =
∆ −

 

函数的可

导性与连

续性之间

的关系，平

面曲线的

Th1: 函数 ( )f x 在 0x 处可微 ( )f x⇔ 在 0x 处可导 
Th2: 若函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，则 ( )y f x= 在点 0x 处连续，反之则

不成立.即函数连续不一定可导. 
Th3: 0( )f x′ 存在 0 0( ) ( )f x f x− +′ ′⇔ =  

5 

切线和 
法线 0 0( ) ( ) ( , )f x x x f x M x y= 0设函数 在 处可导，则 在 处的  

0 0 0

0 0 0
0

- '( )( )
1- ( ), '( ) 0.
'( )

y y f x x x

y y x x f x
f x

= −

= − − ≠

切线方程：

法线方程: 
 

导数和微

分的四则

运算，初等

函数的导

数， 

四则运算法则:设函数 ( )u u x= ， ( )v v x= 在点 x可导则 
(1) ( )u v u v′ ′ ′± = ±    ( )d u v du dv± = ±  
(2) ( )uv uv vu′ ′ ′= +    ( )d uv udv vdu= +  

(3) 2( ) ( 0)u vu uv v
v v

′ ′−′ = ≠   2( )u vdu udvd
v v

−
=  

基本导数与微分表 
(1) y c= （常数）   0y′ =            0dy =  

(2) y xα= (α 为实数)  1y xαα −′ =    1dy x dxαα −=  

(3) xy a=       lnxy a a′ =        lnxdy a adx=  

    特例    (e ) ex x′ =            (e ) ex xd dx=  

(4) 1
ln

y
x a

′ =           1
ln

dy dx
x a

=  

 特例 lny x=    1(ln )x
x

′ =         1(ln )d x dx
x

=  

(5) siny x=     cosy x′ =          (sin ) cosd x xdx=  
(6) cosy x=    siny x′ = −         (cos ) sind x xdx= −  

(7) tany x=    2
2

1 sec
cos

y x
x

′ = =    2(tan ) secd x xdx=  

(8) coty x=   2
2

1 csc
sin

y x
x

′ = − = −    2(cot ) cscd x xdx= −  

(9) secy x=   sec tany x x′ =        (sec ) sec tand x x xdx=  
(10) cscy x=   csc coty x x′ = −      (csc ) csc cotd x x xdx= −  

(11) arcsiny x=    
2

1

1
y

x
′ =

−
    

2

1(arcsin )
1

d x dx
x

=
−

 

(12) arccosy x=   
2

1

1
y

x
′ = −

−
   

2

1(arccos )
1

d x dx
x

= −
−
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(13) arctany x=   2

1
1

y
x

′ =
+

      2

1(arctan )
1

d x dx
x

=
+

 

(14) arccoty x=   2

1
1

y
x

′ = −
+

    2

1(arc cot )
1

d x dx
x

= −
+

 

(15) y shx=      y chx′ =         ( )d shx chxdx=  
(16) y chx=      y shx′ =         ( )d chx shxdx=  

复合函数，

反函数，隐

函数以及

参数方程

所确定的

函数的微

分 
法， 

1反函数的运算法则: 设 ( )y f x= 在点 x的某邻域内单调连 

续，在点 x处可导且 ( ) 0f x′ ≠ ，则其反函数在点 x所对应的 

y处可导，并且有 1dy
dxdx
dy

=  

2复合函数的运算法则:若 ( )xµ ϕ= 在点 x可导,而 ( )y f µ=  
在对应点 µ ( ( )xµ ϕ= )可导,则复合函数 ( ( ))y f xϕ= 在点 x可 
导,且 ( ) ( )y f xµ ϕ′ ′ ′= ⋅  

3隐函数导数 dy
dx
的求法一般有三种方法： 

(1)方程两边对 x求导，要记住 y是 x的函数，则 y的函数是 

x的复合函数.例如 1
y
， 2y ， ln y， e y等均是 x的复合函数. 

对 x求导应按复合函数连锁法则做. 

(2)公式法.由 ( , ) 0F x y = 知 ( , )
( , )

x

y

F x ydy
dx F x y

′
= −

′
,其中， ( , )xF x y′ ， 

( , )yF x y′ 分别表示 ( , )F x y 对 x和 y的偏导数 

(3)利用微分形式不变性 

高阶导数，

一阶微分

形式的不

变性 

常用高阶导数公式 

（1） ( ) ( )( ) ln ( 0) (e ) ex n x n x n xa a a a= > =  

（2） ( )(sin ) sin( )
2

n nkx k kx n π
= + ⋅  

（3） ( )(cos ) cos( )
2

n nkx k kx n π
= + ⋅  

7 

（4） ( )( ) ( 1) ( 1)m n m-nx m m - m - n+ x= L  

（5） ( ) ( 1) ( 1)!(ln ) ( 1)n n
n

nx
x

− −
= −  

（6）莱布尼兹公式：若 ( ) ( )u x ,v x 均 n阶可导，则 

 ( ) ( ) ( )

0
( )

n
n i i n-i

n
i=

uv c u v= ∑ ，其中 (0)u = u， (0)v = v  

微分中值 
定理，必达

法则， 
泰勒公式 

Th1(费马定理)若函数 ( )f x 满足条件： 

(1)函数 ( )f x 在 0x 的某邻域内有定义，并且在此邻域内恒有 

0( ) ( )f x f x≤ 或 0( ) ( )f x f x≥ , 

(2) ( )f x 在 0x 处可导,则有 0( ) 0f x′ =  

Th2 (罗尔定理) 设函数 ( )f x 满足条件： 
(1)在闭区间[ , ]a b 上连续； 
(2)在 ( , )a b 内可导，则在 ( , )a b 内∃一个ξ，使  ( ) 0f ξ′ =  
Th3 (拉格朗日中值定理) 设函数 ( )f x 满足条件： 
(1)在 [ , ]a b 上连续；(2)在 ( , )a b 内可导；则在 ( , )a b 内 ∃一个 ξ ，使

( ) ( ) ( )f b f a f
b a

ξ
− ′=
−

 

Th4 (柯西中值定理) 设函数 ( )f x ， ( )g x 满足条件： 
(1)在 [ , ]a b 上连续；(2)在 ( , )a b 内可导且 ( )f x′ ， ( )g x′ 均存在，且 ( ) 0g x′ ≠

则在 ( , )a b 内 ∃一个ξ，使  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f
g b g a g

ξ
ξ

′−
=

′−
 

洛必达法则： 

法则Ⅰ  ( 0
0
型)设函数 ( ) ( ),f x g x 满足条件： 

 ( ) ( )
0 0

lim 0, lim 0
x x x x

f x g x
→ →

= = ; ( ) ( ),f x g x 在 0x 的邻域内可导 

(在 0x 处可除外)且 ( ) 0g x′ ≠ ; ( )
( )0

lim
x x

f x
g x→

′

′
存在(或∞ ).则 

( )
( )

( )
( )0 0

lim lim .
x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
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法则 I′  ( 0
0
型)设函数 ( ) ( ),f x g x 满足条件： 

( ) ( )lim 0, lim 0
x x

f x g x
→∞ →∞

= = ; ∃一个 0X > ,当 x X>  

 时, ( ) ( ),f x g x 可导,且 ( ) 0g x′ ≠ ; ( )
( )0

lim
x x

f x
g x→

′

′
存在(或∞ ).则 

( )
( )

( )
( )0 0

lim lim .
x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 

法则Ⅱ( ∞
∞
型) 设函数 ( ) ( ),f x g x 满足条件： 

( ) ( )
0 0

lim , lim
x x x x

f x g x
→ →

= ∞ = ∞ ;   ( ) ( ),f x g x 在 0x  的邻域内可 

导(在 0x 处可除外)且 ( ) 0g x′ ≠ ; ( )
( )0

lim
x x

f x
g x→

′

′
存在(或∞ ).则 

( )
( )

( )
( )0 0

lim lim .
x x x x

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
同理法则 II′ ( ∞

∞
型)仿法则 I′可写出 

泰勒公式: 设函数 ( )f x 在点 0x 处的某邻域内具有 1n + 阶导 
数，则对该邻域内异于 0x 的任意点 x，在 0x 与 x之间至少∃  
一个ξ，使得 

2
0 0 0 0 0

1( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 !

f x f x f x x x f x x x′ ′′= + − + − + L   

( )
0

0
( ) ( ) ( )
!

n
n

n
f x x x R x

n
+ − +  

 其中 
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x x

n
ξ+

+= −
+

称为 ( )f x 在点 0x 处的 n阶泰勒余

项.令 0 0x = ，则n阶泰勒公式 

( )
21 (0)( ) (0) (0) (0) ( )

2 ! !

n
n

n
ff x f f x f x x R x

n
′ ′′= + + + + +L ……(1) 
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其中 
( 1)

1( )( )
( 1)!

n
n

n
fR x x

n
ξ+

+=
+

，ξ在 0与 x之间.(1)式称为麦克劳林公式 

常用五种函数在 0 0x = 处的泰勒公式 

1
21 1e 1

2! ! ( 1)!

n
x n xx x x e

n n
ξ

+

= + + + + +
+

L     

或 21 11 ( )
2 ! !

n nx x x o x
n

= + + + + +L  

1
31 1sin sin sin( )

3! ! 2 ( 1)! 2

n nx n x nx x x
n n

π
ξ π

+ +
= − + + + +

+
L  

   或  31 sin ( )
3! ! 2

n
nx nx x o x

n
π

= − + + +L  

1
21 1co s 1 co s co s( )

2 ! ! 2 ( 1) ! 2

n nx n x nx x
n n

π
ξ π

+ +
= − + + + +

+
L  

   或   211 cos ( )
2! ! 2

n
nx nx o x

n
π

= − + + +L  

1
2 3 1

1

1 1 ( 1)ln(1 ) ( 1)
2 3 ( 1)(1 )

n n n
n

n

x xx x x x
n n ξ

+
−

+

−
+ = − + − + − +

+ +
L  

  或      2 3 11 1 ( 1) ( )
2 3

n
n nxx x x o x

n
−= − + − + − +L  

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2! !

m nm m m m m nx mx x x
n

− − − +
+ = + + + +

L
L   

1 1( 1) ( 1) (1 )
( 1)!

n m nm m m n x
n

ξ+ − −− − +
+ +

+
L  或 

 2( 1)(1 ) 1
2 !

m m mx m x x−
+ = + + + L  

         ( 1) ( 1) ( )
!

n nm m m n x o x
n

− − +
+ +

L  

函数单调

性的判别，

函数的极

值，函数的

图形的凹

凸性，拐点

1函数单调性的判断： 

Th1设函数 ( )f x 在 ( , )a b 区间内可导，如果对 ( , )x a b∀ ∈ ，都有 '( ) 0f x >

（或 '( ) 0f x < ），则函数 ( )f x 在 ( , )a b 内是单调增加的（或单调减少） 

Th2 （取极值的必要条件）设函数 ( )f x 在 0x 处可导，且在 0x 处取极值，
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及渐近线，

用函数图

形描绘函

数最大值

和最小值，

则 0'( ) 0f x = . 

Th3 （取极值的第一充分条件）设函数 ( )f x 在 0x 的某一邻域内可微，
且 0'( ) 0f x = （或 ( )f x 在 0x 处连续，但 0'( )f x 不存在.） 

(1)若当 x经过 0x 时， '( )f x 由“+”变“-”，则 0( )f x 为极大值； 

(2)若当 x经过 0x 时， '( )f x 由“-”变“+”，则 0( )f x 为极小值； 

(3)若 '( )f x 经过 0x x= 的两侧不变号，则 0( )f x 不是极值. 

Th4 (取极值的第二充分条件 )设 ( )f x 在点 0x 处有 ''( ) 0f x ≠ ，且

0'( ) 0f x = ，则 当 0' '( ) 0f x < 时， 0( )f x 为极大值； 

当 0' '( ) 0f x > 时， 0( )f x 为极小值. 

注：如果 0' '( ) 0f x ＝ ，此方法失效. 

2渐近线的求法： 

(1)水平渐近线   若 lim ( )
x

f x b
→+∞

= ，或 lim ( )
x

f x b
→−∞

= ，则 y b=  

称为函数 ( )y f x= 的水平渐近线. 

(2)铅直渐近线   若
0

lim ( )
x x

f x
−→

= ∞，或
0

lim ( )
x x

f x
+→

= ∞，则 0x x=  

称为 ( )y f x= 的铅直渐近线. 

(3)斜渐近线   若 ( )lim , lim[ ( ) ]
x x

f xa b f x ax
x→∞ →∞

= = − ，则 

y ax b= + 称为 ( )y f x= 的斜渐近线 

3函数凹凸性的判断： 

Th1 (凹凸性的判别定理）若在 I上 ''( ) 0f x < （或 ''( ) 0f x > ）， 

则 ( )f x 在 I上是凸的（或凹的）. 

Th2 (拐点的判别定理 1)若在 0x 处 ''( ) 0f x = ，（或 ''( )f x 不存 

在），当 x变动经过 0x 时， ''( )f x 变号，则 0 0( , ( ))x f x 为拐点. 
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Th3 (拐点的判别定理 2)设 ( )f x 在 0x 点的某邻域内有三阶导数，且
''( ) 0f x = ， '''( ) 0f x ≠ ，则 0 0( , ( ))x f x 为拐点 

弧微分，曲

率的概念，

曲率半径 

1.弧微分： 21 ' .dS y dx= +  

2.曲率：曲线 ( )y f x= 在点 ( , )x y 处的曲率 3
22

''
.

(1 ' )

y
k

y
=

+
 

对于参数方程
( )

,
( )

x t
y t

ϕ
ψ

=
 =

3
22 2

'( ) ''( ) ''( ) '( )
.

[ ' ( ) ' ( )]

t t t t
k

t t

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ

−
=

+
 

3.曲率半径：曲线在点M 处的曲率 ( 0)k k ≠ 与曲线在点M 处的曲率半径

ρ 有如下关系：
1 .
k

ρ =  

 
(三)一元函数积分学 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 

原函数和

不定积分

的概念，不

定积分的

基本性质 

基本性质 

1 ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫   （ 0k ≠ 为常数） 

2 1 2 1 2[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )k kf x f x f x dx f x dx f x dx f x dx± ± ± = ± ± ±∫ ∫ ∫ ∫L L  

3求导： [ ( ) ]' ( )f x dx f x=∫   或微分： ( ) ( )d f x dx f x dx=∫  

4 '( ) ( )F x dx F x C= +∫ 或 ( ) ( )dF x F x C= +∫ （C是任意常数） 

基本积分 
公式 

11
1

k kx dx x C
k

+= +
+∫   （ 1k ≠ − ）    

2

1 1dx C
xx

= − +∫         1 2dx x C
x

= +∫  

1 lndx x C
x

= +∫  

( 0, 1) e e
ln

x
x x xaa dx C a a dx C

a
= + > ≠ = +∫ ∫  
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cos sin sin cosxdx x C xdx x C= + = − +∫ ∫  

2
2

1 sec tan
cos

dx xdx x C
x

= = +∫ ∫  

2
2

1 csc cot
sin

dx xdx x C
x

= = − +∫ ∫  

1 csc ln csc cot
sin

dx xdx x x C
x

= = − +∫ ∫   

1 sec ln sec tan
cos

dx xdx x x C
x

= = + +∫ ∫  

sec tan sec csc cot cscx xdx x C x xdx x C= + = − +∫ ∫  

tan ln cos cot ln sinxdx x C xdx x C= − + = +∫ ∫  

2 2 2

1 arctan arctan
1

dx x dxC x C
a aa x x

= + = +
+ +∫ ∫  

2 2 2
arcsin arcsin

1

dx x dxC x C
aa x x

= + = +
− −

∫ ∫  

2 2 2

1 1 1ln ln
2 2 11

dx a x dx xC C
a a x xa x x

+ +
= + = +

− −− −∫ ∫  

2 2

2 2
lndx x x a C

x a
= + ± +

±
∫  

重要公式 
(1) ( ) [ , ]f x l l−设 在 上连续，则  

0
( ) [ ( ) ( )]

l l

l
f x d x f x f x d x

−
= + −∫ ∫

0

0 ,

2 ( ) ,
l

f x

f x d x f x

= 
 ∫
当 （ ） 为 奇 函 数

当 （ ） 为 偶 函 数

 

2 f x T a（ ）设（ ）是以 为周期的连续函数， 为任意实数，则

2
0

2

( ) ( ) ( ) .
Ta T T

Ta
f x dx f x dx f x dx

+

−
= =∫ ∫ ∫  

2 2 2

0

1(3 )
4

a
a x d x aπ− =∫  
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2 2
0 0

1 3 1 ,
2 2 2(4) sin cos

1 3 2 1,
2 3

n n

n n n
n nxdx xdx

n n n
n n

π π
π− −

 −=  − −
 −

∫ ∫
 L 

 L 

当 为偶数

当 为奇数

 

2

0

,
5 sin cos sin cos

0,
n m

nx mxdx nx mxdx
n m

π π

π

π =
= =  ≠

∫ ∫-
（ ）  

2

0
sin cos sin cos 0nx mxdx nx mxdx

π π

π−
= =∫ ∫  

2

0

,
cos cos cos cos 0

0,
n m

nx mxdx nx mxdx
n m

π π

π

π
−

=
= = =  ≠

∫ ∫  

定积分的

概念和基

本性质，定

积分中值

定理 

1． 定积分的基本性质 

(1)

( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫ L

定积分只与被积函数和积分限有关，而与积分变量无关，即
 

(2) ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫  

(3)
b

a
dx b a= −∫  

(4) [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫  

(5) ( ) ( ) (
b b

a a
kf x dx k f x dx k=∫ ∫ 为常数） 

(6) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

(7) ( ) ( ), [ , ], ( ) ( ) .
b b

a a
f x g x x a b f x dx g x dx≤ ∈ ≤∫ ∫比较定理：设 则  

( ) [ , ] ( ) 0;
b

a
f x x a b f x dx≥ ∈ ≥∫推论：1.当 0, 时，  

2. | ( ) | | ( ) |
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫  

(8) ( ) , [ , ], ,

( ) ( ) ( )
b

a

m f x M x a b m M

m b a f x dx M b a

≤ ≤ ∈

− ≤ ≤ −∫
估值定理：设 其中 为常数，则
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(9) ( ) [ , ] [ , ] ,

( ) ( ) ( )
b

a

f x a b a b

f x dx b a f

ξ

ξ

∃

= −∫
积分中值定理：设 在 上连续，则在 上至少 一个

使

1( ) ( )
b

a
f f x dx

b a
ξ = − − − −

− ∫ 平均值公式  

积分上限

的函数及

其导数，牛

顿——莱

布尼兹公

式 

Th1
[ ] [ ]

( )
x

a

f x a b x a b

F x f t dt x

∈

= ∫
设函数（ ）在 ， 上连续， ， ，则变上限积分

（ ） 对 可导
 

'( ) ( ) ( ( ) ) ( )
x

a

d dF x F x f t d t f x
dx dx

= = =∫且有

( )
( ) ( ) , '( ) [ ( )] '( ).

x

a
F x f t dt F x f x x

ϕ
ϕ ϕ=∫ 推论 1  设 = 则  

( ) '

( )
( ) ) [ ( )] '( ) [ ( )] '( )

x

xx
f t dt f x x f x x

ϕ

φ
ϕ ϕ φ φ= −∫ 推论2  (   

( ) ( )' '( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )
x x

x xa a
f t g x dt g x f t dt

ϕ ϕ
=∫ ∫推论3  

( )
'( ) ( ) ( ) [ ( )] '( )

x

a
g x f t dt g x f x x

ϕ
ϕ ϕ= +∫   

Th2 ( ) , ,f x a b x a b∈设 在[ ]上连续， [ ],则  

( ) ( ) [ , ]
x

a
f x dt f x a b∫ 是 在 上的一个原函数  

Th3 ( ) ,f x a b牛顿-莱布尼茨公式:设 在[ ]上连续， ( )F x  

( )f x是 的原函数，则 ( ) ( ) | ( ) ( )
b b

aa
f x d x F x F b F a= = −∫  

不定积分

和定积分

的换元积

分法与分

部积分法 

1不定积分： 

分部积分法： u d v u v vd u= −∫ ∫ 选择 u，dv 的原则：积分容易者选作

dv，求导简单者选为 u 

换元积分法： ( ) ( ) ,f u d u F u C= +∫设  

[ ( )] '( ) [ ( )] ( )f x x d x f x d xϕ ϕ ϕ ϕ=∫ ∫则

( ) ( ) ( ) [ ( )]u x f u du F u C F x Cϕ ϕ= = + = +∫设  
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2． 定积分 

换元法: f x a b x tϕ设函数（）在［，］上连续，若＝（）满足： 

'( ) 0.t tϕ α β ϕ ≠(1) ( )在［ ， ］上连续，且  

(2) ( ) ( ) .a a b tϕ ϕ β α β= ⋅ = 并且当 在［ ， ］上变化时， 

t a bϕ（ ）的值在［ ， ］上变化 ，则 

( ) [ ( )] '( ) .
b

a
f x d x f t t d t

β

α
ϕ ϕ=∫ ∫  

分部积分公式  

'( ), '( ),u x v x a b u x v x设（），（）在［，］上具有连续导函数 则

( ) '( ) ( ) ( ) | ( ) '( )
a aa

bb b
u x v x dx u x v x v x u x dx= −∫ ∫  

3． 定积分不等式证明中常用的不等式 
2 2(1) 2a b ab+ ≥             1(2) 0, 2a a

a
> + ≥  

(3)柯西不等式： 

( ) ( )2 2 2( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ,
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx

f x g x a b

≤∫ ∫ ∫

其中（ ），（ ）在［ ， ］上连续

 

有理函数，

三角函数

的有理式

和简单无

理函数的

积分，广义

积分和定

积分的应 
用 

1． 三角函数代换 

函数 ( )f x 含根式 所作代换 三角形示意图 

2 2a x−  sinx a t=  

 

2 2a x+  tanx a t=  
 

2 2x a−  secx a t=  
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有理函数积分 

(1) ln | |A dx A x a C
x a

= − +
−∫  

1

1(2) ( 1)
( ) 1 ( )n n

A Adx C n
x a n x a −= − + ≠

− − −∫  

2
2

2
22 2 242

4

(3)
4( ) ( )[( ) ]

2 4

px u

n nq pn a

dx dx du
p q px px q u ax

=

−
=

→= ←−+ + ++ +
∫ ∫ ∫

令 +

 

2 2 1 2

1 1(4) ( )
( ) 2( 1) ( ) 2 ( )n n n

x a p dxdx a
x px q n x px q x px q−

+
=− + −

+ + − + + + +∫ ∫

（ 2 4 0p q− < ） 

4． 广义积分 

（1） 无穷限的广义积分（无穷积分） 

f x设（ ）连续，则 ( ) lim ( )
b

a ab
f x dx f x dx

∞

→ +∞∫ ∫
+

１. =

( ) lim ( )
b

aa
f x dx f x dx

∞ → −∞∫ ∫
b

-
2. =  

3. ( ) ( ) ( )
c

c
f x dx f x dx f x dx

+∞ +∞

−∞ −∞
= +∫ ∫ ∫  

（2） 无界函数的广义积分（瑕积分） 

0
1. ( ) lim ( ) , ( ( ) )

b b

a a
f x dx f x dx x b f x

ε

ε +

− −

→
= → → ∞∫ ∫ 当 时，  

0
2 . ( ) lim ( ) ,(

b b

a a
f x d x f x d x x a f x

εε +

+

+→
= → → ∞∫ ∫ 当 时 ，（ ） ）

0 0
. ( ) lim ( ) lim ( )

(

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx

x c f x

ε

ηε η+ +

−

+→ →
= +

→ → ∞

∫ ∫ ∫３

当 时，（ ） ）

 

 
(四) 向量代数和空间解析几何 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 

向量的概 1.向量：既有大小又有方向的量，又称矢量. 

17 

念，向量的

线性运算，
2.向量的模：向量 av的大小.记为 av . 

3.向量的坐标表示：若向量用坐标表示 

{ , , }a xi yj zk x y z= + + =
vv vv

，则 2 2 2a x y z= + +v  

4向量的运算法则： 

Ⅰ加减运算   设有矢量 1 1 1{ , , }a x y z=v
， 2 2 2{ , , }b x y z=

v
，则 

1 2 1 2 1 2{ , , }.a b x x y y z z± = ± ± ±
vv

 

Ⅱ.数乘运算   数乘运算∆矢量 av与一数量λ之积 aλ v
， 

0

0

0,

0,

a a a

a

a a a

λ λ

λ λ

λ λ

 >
= 


<

uuvv v

vv

uuvv v

即与 同向

0 =0,即为零矢量

- 即与 反向

   设 1 1 1{ , , }a x y z=v
，则 

1 1 1{ , , }.a x y zλ λ λ λ=v  

向量的数

量积和向

量积，向量

的混合积，

1矢量的数积（点积，内积）： 

矢量 av与 b
v
的数量积 ( )cos , .a b a b a b⋅ =

v v vv v v  

设 1 1 1{ , , }a x y z=v
， 2 2 2{ , , }b x y z=

v
，则 1 2 1 2 1 2.a b x x y y z z⋅ = + +

vv  

2矢量的向量积（叉积，外积）：设有两个向量 av与 b
v
，若∃一个矢量 c

v
，

满足如下条件 

（1） sin( , )c a b a b=
v v v v v

； 

（2） ,c a c b⊥ ⊥
v v v v

，即 c
v
垂直于 av， b

v
所确定的平面； 

（3）av，b
v
，c

v
成右手系.则称矢量 c

v
为矢量 av与 b

v
的矢量积，记 c a b= ×

v v v
.

设 1 1 1{ , , }a x y z=v
2 2 2{ , , }b x y z=

v
，则 
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1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2

.
i j k

y z x z x y
a b x y z i j k

y z x z x y
x y z

× = = − +

v v v

v v v v v
 

3混合积：设有三个矢量 , ,a b c
v v v

，若先作 av，b
v
的叉积 a b×

v v
，再与 c

v
作点

积 ( )a b c× ⋅
v v v

，则这样的数积称为矢量 av，b
v
， c

v
的混合积，记为 ( , , )a b c ，

即 ( , , ) ( ) .a b c a b c= × ⋅
v v v

 

设 1 1 1{ , , }a x y z=v
， 2 2 2{ , , }b x y z=

v
， 3 3 3{ , , }c x y z=

v
， 

则
1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , )
x y z

a b c x y z
x y z

=  

两向量垂

直、平行的

条件，两向

量的夹角，

向量的坐

标表达式

及其运算，

单位向量，

方向数与

方向余弦，

1向量之间的位置关系及结论 

设 1 1 1{ , , }a x y z=v
， 2 2 2{ , , }b x y z=

v
， 3 3 3{ , , }c x y z=

v
 

（1） 1 2 1 2 1 20 0a b a b x x y y z z⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ + + =
v v v v

； 

（2） 1 1 1

2 2 2

// 0
x y za b a b
x y z

⇔ × = ⇔ = =
v v v v v

； 

其中 2 2 2, ,x y z 之中有一个为“0”，如 2 0x = ，应理解为 1 0x = ； 

（3） av，b
v
不共线⇔ ∃不全为零的数 ,λ µ使 0a bλ µ+ =

v v v
； 

（4）矢量 av与b
v
的夹角，可由下式求出 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos( )
x x y y z za b

x y z x y z
∧ + +

=
+ + ⋅ + +

vv
； 
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（5） av，b
v
， c

v
共面⇔ ∃不全为零的数 , ,vλ µ ，使 

0a b vcλ µ+ + =
v v v v

或者 ( , , ) 0a b c =  

2单位向量：模为 1的向量. 向量 av的单位向量记作 0a
uuv
， 

0

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, , .a x y za

a x y z x y z x y z

  = =  
+ + + + + +  

vuuv
v  

3向量的方向余弦： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos ,cos ,cos ,x y z

x y z x y z x y z
α β γ= = =

+ + + + + +
其 中

, ,α β γ 为向量 av与各坐标轴正向的夹角. 

4单位向量的方向余弦：显然 0 {cos , cos , cos }a α β γ=
uuv

，且有 

2 2 2cos cos cos 1.α β γ+ + =  

曲面方程

和空间曲

线方程的

概念，平面

方程，直线

方程，平面

与平面、平

面与直线、

直线与直

线的以及

平行、垂直

的条件，点

到平面和

点到直线

1平面方程 

(1)一般式方程 0Ax By Cz D+ + + = ，法矢量 { , , }n A B C=
r

，若方程中某

个坐标不出现，则平面就平行于该坐标轴，例如  平面
0 //Ax Cz D y+ + = 轴 

(2)平面的点法式方程 0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − =    0 0 0( , , )M x y z

为平面上已知点， { , , }n A B C=
r

为法矢量 

(3)三点式方程 
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −

− − −

− − −

 

 1 1 1 1( , , )M x y z , 2 2 2 2( , , )M x y z , 3 3 3 3( , , )M x y z 为平面上的三个点 
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的距离 (4)截距式方程  1x y z
a b c

+ + = ， , ,a b c分别为平面上坐标轴上 

的截距，即平面通过三点 
   ( ,0,0), (0, ,0), (0,0, )a b c  

2直线方程 

一般式方程(两平面交线)： 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C x D
A x B y C x D

π

π

+ + + =
 + + + =

1

2

平面

平面
 

平面π1与平面π2的法矢量分别为 1 1 1 1{ , , }n A B C=
uur

， 

2 2 2 2{ , , }n A B C=
uur

 ，  直线的方向矢量为 1 2 1 1 1

2 2 2

i j k
s n n A B C

A B C
= × =

r r r

r uur uur
 

(2)标准式方程 

0 0 0x x y y z z
l m n

− − −
= =  0 0 0( , , )M x y z 为直线上已知点， 

{ , , }s l m n=
r

为直线的方向矢量 

(3)两点式方程     1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −
 

其中 1 1 1 1( , , )M x y z ， 2 2 2 2( , , )M x y z 为直线上的两点 

(4)参数式方程
0

0

0

x x lt
y y mt
z z nt

= +
 = +
 = +

   0 0 0( , , )M x y z 为直线上已知 

点， { , , }s l m n=
r

为直线的方向矢量 

3平面间的关系 
设有两个平面：平面π1： 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = 平面π 2： 

2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + =  

(1)平面π1 //平面π 2
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

⇔ = =  

(2)平面π1 ⊥平面π 2 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C⇔ + + =  
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(3)平面π1与平面π 2的夹角θ，由下式确定 

    1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
A A B B C C

A B C A B C
θ

+ +
=

+ + + +
 

4平面与直线间关系 

直线 0 0 0:
x x y y z zL

l m n
− − −

= =  

平面π1： 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + =  

(1) // 0L Al Bm Cnπ ⇔ + + =  

(2) A B CL
l m n

π⊥ ⇔ = =  

(3) L与π的夹角θ，由下式确定 

  
2 2 2 2 2 2

sin Al Bm Cn
A B C l m n

θ
+ +

=
+ + + +

 

5直线间关系 

设有两直线：直线 1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z zL

l m n
− − −

= =    

直线 2 2 2
2

2 2 2

:
x x y y z zL

l m n
− − −

= =  

(1) 1 1 1
1 2

2 2 2

//
l m nL L
l m n

⇔ = =  

(2) 1 2 1 2 1 2 1 2 0L L l l m m n n⊥ ⇔ + + =  

(3)直线 1L 与 2L 的夹角θ，由下式确定 

  1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
l l m m n n

l m n l m n
θ

+ +
=

+ + + +
 

6点到平面的距离： 0 0 0( , , )M x y z 到平面 

: 0Ax By Cz Dπ + + + = 的距离为 

                   0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

+ + +
=

+ +
 

7点到直线的距离： 0 0 0( , , )M x y z 到直线 
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1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z zL

l m n
− − −

= = 距离为 

0 1 0 1 0 1

1 0 1

2 2 2
1

i j k
x x y y z z

l m nM M M P
d

M P l m n

− − −

×
= =

+ +

r r r

uuuuuur uuuur

uuuur  

球面，母线

平行于坐

标轴的柱

面，旋转轴

为坐标轴

的旋转曲

面的方程，

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

准线为各种形式的柱面方程的求法 
(1) 准线为 ( ), 0

:
0

f x y
z

=Γ 
=

,母线 // z轴的柱面方程为 

  ( ), 0f x y = , 

准线为
( ), 0

:
0

x z
y
ϕ =Γ 

=
,母线 // y轴的柱面方程为 

  ( ), 0x zϕ = , 

准线为
( ), 0

:
0

y z
x
ψ =Γ 

=
,母线 // x轴的柱面方程为 

  ( ), 0y zψ = . 

(2) 准线为
( )
( )

, , 0
:

, , 0

f x y z

g x y z

=Γ 
=

,母线的方向矢量为{ }, ,l m n 的柱面方程

的求法 

首先 ,在准线上任取一点 ( ), ,x y z ,则过点 ( ), ,x y z 的母线方程为

X x Y y Z z
l m n
− − −

= =  

 其 中 , ,X Y Z 为 母 线 上 任 一 点 的 流 动 坐 标 , 消 去 方 程 组
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常用的二

次曲面方

程及其图

形，空间曲

线的参数

方程和一

般方程，空

间曲线在

坐标面上

的投影曲

线方程. 
 

( )
( )

, , 0

, , 0

f x y z

g x y z
X x Y y Z z

l m n


 =


=
 − − − = =


      

中的 , ,x y z便得所求的柱面方程 

常见的柱面方程 

名称 方程 图形 

圆柱面 
2 2 2x y R+ =  

x

y

z

o

 

椭圆柱面 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

x

y

z

 

双曲柱面 
2 2

2 2 1x y
a b

− =  
- a o a x

y

z

 

抛物柱面 ( )2 2 , 0x py p= >

z

y

x  

标准二次方程及其图形 

名称 方程 图形 

椭球面 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + =  

( , ,a b c均为正数) 

o b

c

z

y

x  
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单叶双曲面 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − =  

( , ,a b c均为正数)  

双叶双曲面 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

− − + =

( , ,a b c均为正数) 
 

椭圆的抛物面 

2 2

2 2 2x y pz
a b

+ =  

( , ,a b p为正数) 

 

双曲抛物面 

(又名马鞍面) 

2 2

2 2 2x y pz
a b

− =  

( , ,a b p均为正数) 
 

二次锥面 

2 2 2

2 2 2 0x y z
a b c

+ − =    

( , ,a b c为正数) 

o y

x

z

 

 
(五)多元函数微分学 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 
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多元函数

的概念，二

元函数的

几何意义，

二元函数

的极限和

连续的概

念， 

二元函数 ( , )z f x y= 连续，可导（两偏导存在）与可微三者的关系如

下： 

可导←可微→函数连续“← →”表示可推出 

用全微分定义验证一个可导函数的可微性，只需验证： 
' '( , ) ( , )

lim 0x yz f x y x f x y y
ρ ρ→ ∞

∆ − ∆ − ∆
是否为  

有界闭区

域上多元

连续函数

的性质，多

元函数偏

导数和全

微分，全微

分存在的

必要条件

和充分条

件， 

基本原理 

'' ''

'' ''

1( )
( , ) ( , ), ( , )

, ( , ) ( , )
xy yx

xy yx

Th
z f x y f x y f x y

D f x y f x y

=

=

求偏导与次序无关定理

设 的两个混合偏导数

在区域 内连续 则有

2( ) ( , ) ( , )

, , ,

Th z f x y P x y
z z z zdz dx dy
x y x y

=
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂

可微与偏导存在的关系定理若 在

点处可微则在该点处 必存在且有

3( )

( , ) , ( , )

( , )
( , ) ( , )

T h
zz f x y P x y
y

P x y
z f x y P x y

∂ ∂
=

∂ ∂

=

偏导存在与可微的关系定理

z
若 的两个偏导数 在

x

上的某领域内存在 ,且在 连续 ,

则 在 点处可微

 

多元复合

函数、隐函

数的求导

法，二阶偏

导数，方向

导数和梯

度， 

1复合函数微分法 

(1) ( , ), ( , ), ( , ),z f u v u x y v x yϕ φ= = =设 则

z z u z v
x u x v x
z z u z v
y u y v y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = +∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 



 

(2) ( , ), ( ), ( ),

,

z f u v u x v x
z du z dv z
u dx v dx

ϕ φ= = =
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

设

dz
则 称之为 的全导数

dx
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(3) ( , , ), ( , ), ( , ),

0

z f x u v u x y v x y
z f f u f v
x x u x v x
z f u f v
y u y v y

ϕ φ= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 

设

则
 

注：复合函数一定要设中间变量，抽象函数的高阶偏导数，其中间变量

用数字 1，2，3……表示更简洁. 

2隐函数微分法 
' ( , )

(1) ( , ) 0,
' ( , )
x

y

F x ydyF x y
dx F x y

= = −设 则  

' ( , , )' ( , , )
(2) ( , , ) 0, ,

' ( , , ) ' ( , , )
yx

z z

F x y zF x y zz zF x y z
x F x y z y F x y z

∂ ∂
= = − = −

∂ ∂
则  

(3) ( ), ( ),y y x z z x


= =


F(x,y,z)=0
设由方程组 确定的隐函数

G(x,y,z)=0
 

,dy dz
dx dx

则 可通过 ,dy dz
dx dx

解关于 的线性方程组  

' ' ' 0
:

' ' ' 0

x y z

x y z

dy dzF F F
dx dy
dy dzG G G
dx dx

 + + =

 + + =

 ' ' ' ,

' ' '

y z x

y z x

dy dzF F F
dx dx
dy dzG G G
dx dx

 + = −⇒ 
 + = −


来求解 

方向导数和梯度 
Th1 设 ( , )z f x y= 在 0 0 0( , )M x y 处可微，则 ( , )f x y 在点 0 0 0( , )M x y 沿任意

方 向 (cos ,cos )l α β=  存 在 方 向 导 数 且

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )
cos cos

f x y f x y f x y
l x y

α β
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

 

在平面上 l除了用方向角表示外也可用极角表示： 

(cos ,sin )l θ θ= ， [0, 2 ]lθ θ π∈是的极角， 此时相应的方向导 

数的计算公式为 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )
cos sin

f x y f x y f x y
l x y

θ θ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

 

Th2设三元函数 ( , , )u f x y z= 在 0 0 0 0( , , )M x y z 处可微，则 

( , , )u f x y z= 在点 0 0 0 0( , , )M x y z 沿任意方向 

(cos ,cos , cos )l α β γ= 存在方向导数且有 
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0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )
cos cos

f x y z f x y z f x y z
l x y

α β
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

 

            0 0 0( , , )
cos

f x y z
z

γ
∂

+
∂

 

梯度： ( , )z f x y= 在点 0M 的方向导数计算公式可改写成 

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )
( , ) (cos ,cos )

f x y f x y f x y
l x y

α β
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

  

0 0 0 0 0 0( ( , )) ( , ) cos ( ( , ),grad f x y l gradf x y grad f x y l= = 〈 〉  

这里向量 0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

f x y f x y
gradf x y

x y
∂ ∂

=
∂ ∂

成为 

( , )z f x y= 在点 0M 的梯度(向量) 

0 0( , )f x y
l

l
∂

∂
随 而变化 0 0

0 0

( ( , )
( ( , )

grad f x y
l

grad f x y
= 即沿梯度方向时，方 

向导数取最大值 0 0 ( , )grad f x y  

空间曲线

的切线和

法平面，曲

面的切平

面和法线，

1． 曲线的切线及法平面方程 

0 0 0 0

( )
(1) ( ) ( , , )

( )

x x t
y y t x y z t t
z z t

=
 = ↔ =
 =

曲线 在  

0 0 0

0 0 0'( ) '( ) '( )
x x y y z z
x t y t z t

− − −
= =处的切线方程：  

0 0 0 0 0 0'( )( ) '( )( ) '( )( ) 0x t x x y t y y z t z z− + − + − =法平面方程：  

(2) Γ空间曲线 的一般式方程为
, , ) 0

( , , ) 0
F x y z
G x y z

=
 =

（
 

0 0 0, , )P x y zΓ则在曲线 的（ 处的  

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )p p p

x x y y z z
F G F G F G
y z z x x y

− − −
= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

切线方程：  

法线方程： 
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0 0 0
( , ) ( , ) ( , )) ( ) ( ) 0
( , ) ( , ) ( , )p p p

F G F G F Gx x y y z z
y z z x x y

∂ ∂ ∂
− + − + − =

∂ ∂ ∂
（  

2． 空间曲面在其上某点处的切平面和法线方程 

0 0 0(1) ( , ), ( , , )z f x y P x y z=∑ ∑设曲面 为显示方程 则在 上一点 处的 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0.
p p

z zx x y y z z
x y

∂ ∂
− + − − − =

∂ ∂
切平面方程：  

0 0 0

1
p p

x x y y z z
z z
x y

− − −
= =

∂ −∂
∂ ∂

法线方程：  

0 0 0(2) , , ) 0, ( , , )F x y z P x y z=∑ ∑设曲面 为隐式方程（ 则在 上一点 的

0 0 0' ( ) ( ) ( ) 0x y z pp
F x x F y y F z z′ ′− + − + − =切平面方程：  

0 0 0

' | ' | ' |x p y p z p

x x y y z z
F F F

− − −
= =法线方程：  

二元函数

的二阶泰

勒公式，多

元函数的

极值和条

件极值，多

元函数的

最大值、最

小值及其

简单应用 

1多元函数的极值 

定义： 

0 0( , ) ( , )z f x y P x y=设函数 在 的某邻域内有定义，若对于该邻域 

内异于 0 0( , )P x y  点的任一 ( , )Q x y点 恒有  

0 0 0 0( , ) ( , )( ( , ))f x y f x y f x y> <或  

0 0( , ) ( , )f x y f x y则称 为 的极小值 (极大值) 

0 0

'
0 0

0 0 '
0 0

1
( , ) ( , )

( , ) 0
( , ) ( , )

( , ) 0
x

y

Th
z f x y P x y

f x y
P x y z f x y

f x y

=

 == 
=

（取极值的必要条件）

设 在 点的一阶偏导数存在，且

是 的极值点，则
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0 0

0 0 0

2
( , ) ( , )

' , ) 0 , ' ( , ) 0x y

T h
z f x y P x y

f x y f x y
=

= =0

（函数取极值的充分条件）

设 在 点的某邻域内有

连续的二阶偏导数 ,且 (

 

2 2 2
0 0 0 0 0 0[ " ( , )] " ( , ) " ( , ) 0xy x yf x y f x y f x y− <

0 0( , ) ( , )P x y z f x y=则 是 的一个极值点  

2 2
0 0 0 0 0 0(1) " ( , ) 0( " ( , ) 0), ( , )x yf x y f x y P x y> >若 或 则 为极小值点。 

2 2
0 0 0 0 0 0" ( , ) 0( " ( , ) 0), ( , )x yf x y f x y P x y< <(2)若 或 则 为极大值点。2 无条件极

值 

解题程序： 

0(1) ( , ) , )z f x y x y= 0求出 的驻点（ ； 

0 0(2) 2 ( , )Th x y用 判别 是否为极值点；是， 0 0( , )f x y则 为  

( , )z f x y= 的极值。 

3条件极值（拉格朗日乘数法） 

1 ( , )x y z f x yϕ =）由条件 ( , )=0,求 的极值     

解题程序: 

( , ) ( , )F x y f x y x yλϕ令 = + ( , );

0 0

' ( , ) ' ( , ) 0
' ( , ) ' ( , ) 0 ( , );

( , ) 0

x x

y y

f x y x y
f x y x y x y

x y

λϕ

λϕ

ϕ

 + =
 + =
 =

解方程组   求驻点  

0 0( , ) ( , )f x y f x y即为 的极值（存在的话） 
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0, 0, 0 0, 0 0

2 ( , , )
, , ) , , )

' ( , ) ' ( , , ) 0
' ( , , ) ' ( , , ) 0

' ( , , ) ' ( , , ) 0
( , , ) 0

) ( , ) ( , , )

x x

y y

z z

u f x y z
F x y z x y z

f x y z x y z
f x y z x y z
f x y z x y z

x y z
x y z f x y z f x y z

ϕ

λϕ

λϕ

λϕ

λϕ

ϕ

=

+

+ =
 + =


+ =
 =

）由条件 (x,y,z)=0,求 的极值。解题程序：

令（ （ ;

，

解方程组

若（ 为其解 即为 的极值（若存在的话）

1 2

1 1 2 2

3 , , ) 0. ( , , ) 0 ( , , )

, , ) ( , , ) , , ) , , )
 1 2

x y z x y z u f x y z

F x y z f x y z x y z x y z

ϕ ϕ

λ ϕ λ ϕ

= = =

= + +

）由条件（ 求函数 的极值

解题程序：

令（ （ （

以下仿 ），）

 

 
(六)多元函数积分学 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 
二重积分

与三重积

分的概念、

性质、计算

和应用 

1二重积分： 

{ },0 11

i

I= ( , ) lim ( ) ,

1, 2, )

max
n

i i i id i ni

i

f x y d f d d

d i n

σ ξ η σ

σ

→ ≤ ≤=

∆ =

∆ =

∑∫∫
L

D

= ,其中

为 的直径（

 

几何意义： 
( , ) 0, ( , ) I ( , )

D
z f x y x y D z f x y= ≥ ∈ =当 时，而二重积分 表示以

为曲顶，以 为底的柱体体积。
 

2三重积分： 

{ }, ,0 11D

i

I= ( , , ) lim ( ) , ,

1, 2, )

max
n

i i i i id i ni

i

F x y z dv f v d d

d v i n

ξ η τ
→ ≤ ≤=

= ∆ =

∆ =

∑∫∫∫
L

其中

为 的直径（

 

物理意义： 

( , , )I f x y zµ = Ω三重积分 表示体密度为 的空间形体 的质量。 

3性质(只叙述二重积分的性质，三重积分类似) 

(1) ( , )
D

kf x y k f x y kσ σ∫∫ ∫∫
D

（ ， ）d = d , 为常数  
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(2) [ ( , ) ( , )] ( , ) ( , )
D D

f x y g x y d f x y d g x y dσ σ σ± = ±∫∫ ∫∫  

(3)
1

( , ) ( , ) ,
i

n

i
iD D

f x y d f x y d Dσ σ
=

= ∑∫∫ ∫∫ 其中 为 D的构成子域且任两个子域没

有重迭部分 1, 2, , )i m= L（  

(4) ,
D

d A A Dσ =∫∫ 其中 为 的面积。 

(5)（比较定理） 

( , ) ( , ), ( , ) ( , )
D D

D f x y g x y f x y d g x y dσ σ≤ ≤∫∫ ∫∫若在 上恒有 则  

(6)( , ( , )M m f x y D估值定理）设 分别为 在闭域 上的最大与最小值，

A D为 的面积，则 ( , )
D

mA f x y d MAσ≤ ≤∫∫  

(7)( ( , )

( , ) )

f x y D A D

D f x y d f Aξ η σ ξ η∃ ∫∫
D

中值定理）若 在闭域 上连续， 为 的面积，

则在 上至少 一点（ ， ），使 = ( ,  

(8)二重积分的对称性原理 
( , )

( , )

x f x y y

f x y σ∫∫
D

1）如果积分域D关于 轴对称， 为 的奇偶函数，

则二重积分 d  

1

0, ( , ) ( , )

2 ( , ) , ( , ) ( , ),
D

f y f x y f x y

f x y d f f x y f x yσ

− = −
=  − =


∫∫
关于 为奇函数，即

关于y为偶函数，即  

D D1为 在上半平面部分  

这个性质的几何意义见图(a)、(b) 
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( , )y f x y x2）如果积分域D关于 轴对称， 为 的奇偶函数， 

( , )f x y σ∫∫
D

则二重积分 d  

2

0, ( , ) ( , )

2 ( , ) , ( , ) ( , ),
D

f x f x y f x y

f x y d f x f x y f x yσ

− = −
=  − =


∫∫
关于 的奇函数，即

关于 为偶函数，即  

D D2为 在右半平面部分  

( , ) ,f x y x y3）如果D关于原点对称， 同时为 的奇偶函数， 

( , )f x y σ∫∫
D

则二重积分 d  

2

0, ( , ) ( , )

2 ( , ) , ( , ) ( , ),
D

f f x y f x y

f x y d f f x y f x yσ

− − = −
=  − − =


∫∫
关于x,y的奇函数，即

关于x，y为偶函数，即  

D D1为 在上半平面部分  

( , ) ( , )y x f x y f x yσ σ= =∫∫ ∫∫
D D

4）如果D关于直线 对称，则 d d  

注：注意到二重积分积分域 D 的对称性及被积函数 ( , )f x y 的奇偶性，

一方面可减少计算量，另一方面可避免出差错，要特别注意的是仅当积

分域 D的对称性与被积函数 ( , )f x y 的奇偶性两者兼得时才能用性质 8. 
两类曲线

积分的概

念、性质及

计算，两类

曲线积分

的关系，格

林公式，平

1平面曲线积分与路径无关的四个等价条件 
设函数 ( , ), ( , )P x y Q x y 在单连通区域 D 上具有一阶连续偏导数，则

L
Pdx Qdy+∫ 与路径无关 

, ( , )Q P x y D
x y

∂ ∂
⇔ = ∀ ∈

∂ ∂
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面曲线积

分与路径

无关的条

件， 

0,
L

Pdx Qdy L⇔ + =∫ 为一简单分段光滑封闭曲线 

⇔存在函数 ( , ), ( , )u x y x y D∈ 使 ( , ) ,du x y Pdx Qdy= + 且 

0 0

( , )

( , )
( , )

x y

x y
u x y Pdx Qdy= +∫  

2格林公式：设平面上的有界闭区域D由分段光滑的曲线 L围成，函数
( , ), ( , )P x y Q x y 在有D连续的一阶偏导数，则有 

( )
L

D

Q P dxdy Pdx Qdy
x y

∂ ∂
− = +

∂ ∂∫∫ ∫  

或者 ( )
L

D

Q P dxdy Pdx Qdy
x y

∂ ∂
+ = −

∂ ∂∫∫ ∫  

二元函数

全微分的

原函数，两

类曲面积

分的概念、

性质及计

算，两类曲

面积分的

关系，高斯

公式，斯托

克斯 
公式， 

1高斯(Gauss)公式 

设Ω是空间中的有界闭区域，由分块光滑的曲面所 S围成，函数
( , , ), ( , , ), ( , , )P x y z Q x y z R x y z 在Ω由连续的一阶偏导数，则 

( )

( ) cos cos cos

S

S

P Q R dV Pdydz Qdzdx Rdxdy
x y z
P Q R dV P Q R dS
x y z

α β γ

Ω

Ω

∂ ∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂ ∂

∫∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫

或

（ ）

 

这里 S是Ω的整个边界的外侧(即取外法向)，cos ,cos ,cosα β γ 是 S上点

( , , )x y z 处的外法向量的方向余弦. 

2斯托克斯公式 

设Γ为分段光滑的又向闭曲线， S是以Γ为边界的分块光滑有向曲面，

Γ 的正向与 S 的侧 (即法向量的指向 )符合右手法则，函数
( , , ), ( , , ), ( , , )P x y z Q x y z R x y z 在包含 S的一个空间区域内有连续的一阶偏

导数，则有 

( ) ( ) ( )
S

R Q P R Q Pdydz dzdx dxdy Pdx Qdy Rdz
y z z x x y Γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − + − = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫

( )
S

dydz dzdx dxdy

Pdx Qdy Rdz
x y z

P Q R

Γ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫ 或 
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( ) cos ( ) cos ( ) cos
S

R Q P R Q P
y z z x x y

Pdx Qdy Rdz

α β γ

Γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +

∫∫

∫
 

散度和旋

度的概念

及计算，曲

线积分和

曲面积分

的应用 

1散度的计算公式 

设 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ; , ,A P x y z i Q x y z j R x y z k P Q R= + +
uv v v v

均可导，则 A
uv
在 ( , , )P x y z

点处的散度为
P Q RdivA
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

uv
 

2旋度的计算公式 

设有矢量场 ( , , ) ( , , ) ( , , )A P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
uv v v v

，其中 , ,P Q R均有连续

的一阶偏导数，则旋度 rot A
uv
为： 

i j k

rot A
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

v v v

uv
 

 
(七)无穷级数 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 
常数项级

数的收敛

与发散的

概念，收敛

级数的和

的概念级

数的基本

性质与收

敛的必要

条件 

1级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 的性质： 

1 1
(1) 0 n n

n n
c u cu

∞ ∞

= =

≠ ∑ ∑设 的常数，则 与 有相同敛散性  

1 1
2 n n

n n
u v

∞ ∞

= =
∑ ∑（ ）设有两个数级 与  

1 1 1

, , ( ) .n n n n
n n n

u s v u v sσ σ
∞ ∞ ∞

= = =

= = ± = ±∑ ∑ ∑若 则  

1 1 1

, ( ) .n n n n
n n n

u v u v
∞ ∞ ∞

= = =

±∑ ∑ ∑若 收敛， 发散 则 发散  
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1 1 1

, ( ) .n n n n
n n n

u v u v
∞ ∞ ∞

= = =

±∑ ∑ ∑若 均 发 散 则 敛 散 性 不 定
 

注：添加或去消有限项不影响一个级数的敛散性. 

设级数
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则对其各项任意加括号后所得新级数仍收敛于原级

数的和 
几何级数

与 p 级数
以及他们

的收敛性，

正项级数

收敛性的

判别法， 

正项级数
1

n
n

u
∞

=
∑ （ 0nu ≥ ）的判敛法 

(1) 0 ,n nu v≤ ≤比较判敛法：设 若  

1 1
n n

n n
u v

∞ ∞

= =
∑ ∑收敛，则 收敛           

1 1
n n

n n
u v

∞ ∞

= =
∑ ∑发散，则 发散  

(2)
1 1

n n
n n

u v
∞ ∞

= =
∑ ∑比较法的极限形式：设 及 均为正项级数  

lim ( 0)n
nn

n

u A v
v→∞

= ≠且  

1 1
1. 0 , n n

n n
A v u

∞ ∞

= =

≤ < +∞ ∑ ∑若 且 收敛，则 收敛  

1 1

2. 0 , n n
n n

A v u
∞ ∞

= =

< ≤ +∞ ∑ ∑若 且 发散，则 发散  

两个常用的比较级数 

1

1

,| | 1
) 1

| | 1

n

n

a r
i ar r

r

∞
−

=

 <= −
 ≥

∑等比级数

发散，

    
1

1) p
n

p
ii p

n p

∞

=

>
− = 

≤
∑

收敛， 1时
级数

发散， 1时
 

(3)比值判别法（达朗贝尔准则）（适用于通项 nu 中含有 n！或关于 n的

若干连乘积形式） 

1
0, 1, 2n n

n
u n u

∞

=

≥ = ∑L设 对于 来讲   

1

1

1

1

1
lim

1

n
n

n

n
n

n
n

u

u
u

u

ρ

ρ
ρ

ρ

∞

=

+

→∞

∞

=


>


 =

= 



<


∑

∑

时， 发散

时，方法失效
若

时， 收敛
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交错级数

与莱布尼

兹定理，任

意项级数

的绝对收

敛与条件

收敛， 

1． 交错级数 1

1
( 1) , ( 0)n

n n
n

u u
∞

−

=

− >∑ 的判敛法 

莱布尼兹准则： 1

1

( 1) , ( 0)n
n n

n
u u

∞
−

=

− >∑若交错级数 满足条件： 

1(1) , ( 1, 2, ); (2) lim 0,n n nn
u u n u+ →∞

≥ = =LL  

则交错级数收敛，其和 1 ,S u≤ 其 n项余和的绝对值 1| | .n nR u +≤  

函数项级

数的收敛

域与和函

数的概念，

幂级数及

其收敛半

径，收敛区

间(指开区
间)和收敛
域，幂级数

的和函数，

1幂级数： 2
0 1 2

0

n n
n n

n
a a x a x a x a x

∞

=

+ + + + + = ∑L L  

1 1lim , .n

n
n

a
R

a
ρ

ρ
+

→∞
= =收敛半径，若 则  

2． 函数项级数
1

( )n
n

u x
∞

=
∑ 收敛域的求法步骤： 

(1) xρ用比值（或根值）法求（ ），即

1| ( ) |
lim ( )( lim | ( ) | ( ));

| ( ) |
n n

nn n
n

u x
x u x x

u x
ρ ρ+

→∞ →∞
= =或  

1
(2) ( ) ( ) ( , );n

n
x u x a bρ

∞

=

< ∑解不等式方程 1,求出 的收敛区间  

1 1
(3) ( ) ( )n n

n n
x a x b u a u b

∞ ∞

= =

= = ∑ ∑考察 （或 ）时， （或 ）的敛散性  

1

4 ( )n
n

u x
∞

=
∑（）写出 的收敛域  

幂级数在

其收敛区

间内的基

本性质，简

单幂级数

的和函数

的求法，初

等幂级数

展开式 

1幂级数的四则运算性质： 

0 0

( ), ( ),n n
n n

n n
a x f x b x g x

∞ ∞

= =

= =∑ ∑设 其收敛半径分别为

1 2 1 2, , min( , ),R R R R R= ( , ),x R R∀ ∈ −则对 有  

(1)
0 0 0

( ) ( ) ( ),n n n
n n n n

n n n
a x b x a b x f x g x

∞ ∞ ∞

= = =

± = ± = ±∑ ∑ ∑ 且在（-R，R） 

内绝对收敛 

(2) 0 1 1 1 1 0
0 0 0

( )( ) ( )n n n
n n n n n n

n n n
a x b x a b a b a b a b x

∞ ∞ ∞

− −
= = =

= + + + +∑ ∑ ∑ L  
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( ) ( )f x g x=  

(3) 0 0, 0b x≠ =设 则在 的足够小邻域内   

20 1
0 1 2

0 1

( )
( )

n
nn

nn
n

a a x a xf x C C x C x C x
g x b b x b x

+ + + +
= = + + + + +

+ + + +
L L

L L
L L

 

利用多项式的长除法可得： 0 1 0 0 1
0 1 2

0 0

, ,
a a b a b

C C
b b

−
= = L  

2幂级数的分析性质： 

0

n
n

n
a x R R R

∞

=

−∑设幂级数 的收敛半径为 ，则在（ ， ）内有  

(1)
0

n
n

n
a x f x

∞

=
∑ 的和函数（ ）是连续的。  

(2) '

0 0
) 'n n

n x n
n n

a x f a x
∞ ∞

= =
∑ ∑可逐项微分，且 =(  

1

0 0
( ) 'n n

n n
n n

a x na x
∞ ∞

−

= =

= =∑ ∑  

(3)
0 0

)
xn n

n n
n n

a x f t t a t dt
∞ ∞

= =
∑ ∑∫ ∫

x

0 0
可逐项积分，且 （）d = (  

1

0
0 0
( )

1
x n nn

n
n n

a
a t dt x

n

∞ ∞
+

= =

= =
+∑ ∑∫  

3函数的幂级数展开 

泰勒级数 0f x x x=设（ ）在 的某一邻域内具有任意阶导数， 

( )
20 0

0 0 0 0 0
0

( ) "( )
( ) ( ) '( )( ) ( )

! 2!

n
n

n

f x f x
x x f x f x x x x x

n

∞

=

− = + − + − +∑ L级数：

( )
0

0
( )

( )
!

n
nf x

x x
n

+ − +L  

0f x x x=称为（ ）在 处的泰勒级数。 
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( )
2

0
0

(0) "(0)0 (0) '(0)
! 2!

n
n

n

f fx x f f x x
n

∞

=

= = + + +∑ L当 时，级数化为

( ) (0)
!

n
nf x

n
+ +L  

称为麦克劳林级数  

0

( )
0

0

( 1) 1
0 0 0

( )

( )
( )

!
( ) lim ( ) 0,

1R ( ) [ ( )]( ) ,0 1.
( 1)!

n
n

nn

n n
n

Th f x x x
f x

x x
n

f x R x

x f x x x x x
n

θ θ

∞

→∞

+ +

=

−

=

= + − − < <
+

∑
n=0

设 在 某领域内具有任意阶导数，

则泰勒级数

收敛于 的充分条件

其中

 

4常见的幂级数展开式： 

(1) 2

0

1 1 , ( 1,1)
1

n n

n
u u u u

u

∞

=

= + + + + + = −
− ∑L L  

(2) 2

0

1 1 ( 1) ( 1) , ( 1,1)
1

n n n n

n
u u u u

u

∞

=

= − + − + − + = − −
+ ∑L L  

(3)
2

0
1 , ( , )

2! ! !

n n
u

n

u u ue u
n n

∞

=

= + + + + + = −∞ +∞∑L L  

(4)
3 2 1 2 1

0

sin ( 1) ( 1) ,( , )
3! (2 1)! (2 1)!

n n
n n

n

u u uu u
n n

+ +∞

=

= − + + − + = − −∞ +∞
+ +∑L L  

(5)
2 4 2 2

0

cos 1 ( 1) ( 1) ,( , )
2! 4! (2 )! (2 )!

n n
n n

n

u u u uu
n n

∞

=

= − + − + − + = − −∞ +∞∑L L  

(6)
2 3 1 1

0
ln(1 ) ( 1) ( 1) ,( 1,1)

2 3 1 1

n n
n n

n

u u u uu u
n n

+ +∞

=

+ = − + − + − + − −
+ +∑L L  

(7) 2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2! !

a na a a a a nu au u u
n

− − − +
+ = + + + +

L
L L   (随 a的不同

而不同，但在(-1，1)总有意义) 
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函数的傅

立叶系数

与傅立叶

级数，狄利

克雷定理，

函 数 在

[ , ]l l− 上的

傅立叶级

数 

1 ( ) 2 [- ] [0 2 ]f x π π π π设 是以 为周期的函数，且在 ， 或 ， 上可积，则  

2

0

1 1( )cos ( )cos , ( 0,1, 2, )na f x nxdx f x nxdx n
π π

ππ π−
= =∫ ∫ L=  

2

0

1 1( )sin ( )sin ,( 1,2, )nb f x nxdx f x nxdx n
π π

ππ π−
= = =∫ ∫ L  

( )f x称为 的傅立叶系数  

2 0
1

1( ) ( cos sin )
2 n n

n
f x a a nx b nx

∞

=

+ +∑的傅立叶系数为系数的三角级数  

0
1

1( ) ( ) ( cos sin )
2 n n

n
f x f x a a nx b nx

∞

=

+ +∑称为 的傅立叶级数，记为  

3 ( ) 2 [- , ]f x l l l设 是以 为周期的函数，且在 上可积，则以  

n
1a ( ) cos , ( 0,1, 2 )

l

l

nf x xdx n
l l

π
−

= =∫ L
1 ( )sin , ( 0,1, 2 )

l

n l

nb f x xdx n
l l

π
−

= =∫ L

0
1

1 ( cos sin )
2 n n

n

n na a x b x
l l
π π∞

=

+ +∑为系数的三角级数

0
1

1( ) ( ) ( cos sin ).
2 n n

n

n nf x f x a a x b x
l l
π π∞

=

+ +∑称为 的傅立叶级数，记为

f(x) [- , ]
(1)

( )f x

π π

π π

3狄里赫莱收敛定理：设函数 在 上满足条件：

除有限个第一类间断点外都连续。

(2)只有有限个极值点，则 的傅立叶级数在[- ， ]上收敛，且有

 

0
0 0 0

1

0

( ), ( )
1( cos sin ) [ ( 0) ( 0)],

2 2
1[ ( 0) ( 0)], .
2

n n
n

f x x f x
a a x b nx f x f x x f x

f f xπ π π

∞

=




+ + = − + +



− + + + =±

∑

为 的连续点；

为（）的第一类间断点； 
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函 数 在

[0, ]l 上的

正弦级数

与余弦级

数. 

1 ( )f x 为[0, ]l 上的非周期函数，令： 

( ),0
( )

( ), 0
f x x l

F x
f x l x

≤ ≤
=  − − ≤ <

则 0

1

( ) ~ cos
2 n

n

a nf x a x
l
π∞

=

+ ∑ （余弦级数），其中：

0

2 ( )cos
l

n
na f x xdx

l l
π

= ∫ （n=0，1，2，……） 

2 ( )f x 为[0, ]l 上的非周期函数，令： 

( ),0
( )

( ), 0
f x x l

F x
f x l x

≤ ≤
= − − − ≤ <

则 ( )F x 除 x=0外在区间[ , ]π π− 上 

为奇函数则
1

( ) ~ sinn
n

nf x b x
l
π∞

=
∑ （正弦级数），其中： 

0

2 ( ) sin
l

n
nb f x xdx

l l
π

= ∫ （n=1，2，……） 

 
 
 

 
(八)常微分方程 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 

常微分方

程的基本

概念，变量

可分离的

微分方程 

1常微分方程  含有自变量、未知函数及未知函数的某些导数的方程式

称微分方程，而当未知函数是一元函数时称为常微分方程. 

2可分离变量方程 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g y dx f x g y dy+ =  

解 法 ： 两 边 同 除 1 2( ) ( ) 0g y f x ≠ ， 得 1 2

2 1

( ) ( )
0

( ) ( )
f x g ydx dy
f x g y

+ =

1 2

2 1

( ) ( )
( ) ( )

f x g ydx dy C
f x g y

+ =∫ ∫  

奇次微分

方程，一阶

线性微分

1齐次方程 ' ( )yy f
x

=  
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方程，伯努

利方程，全

微分方程，

解法：令
yu
x

= ，则 y ux= ， ' duy u x
dx

= + 于是， 

原方程 

⇒ ( ) ln
( ) ( )

du du dx duu x f u x C
dx f u u x f u u

+ = ⇒ = ⇒ = +
− −∫  

2可化为齐次型的方程 1 1 1

2 2 2

a x b y cdy f
dx a x b y c

 + +
=  + + 

 

解法：(1)当 1 2 0c c= = 时     

 
1 1

1 1

2 2
2 2

( )

ya ba x b ydy yxf f g
ydx a x b y xa b
x

 +  +
= = =  +   + 

 

属于(2) 

(2)． 1 1

2 2

0,
a b
a b

= 即 1 1

2 2

a b
a b

λ= = 则 

2 2 1
2 2

2 2 2

( )
( )

a x b y cdy f g a x b y
dx a x b y c

λ + +
= = + + + 

 

令 2 2a x b y u+ = ，则 2 2 ( )du a b f u
dx

= + 属于（1） 

(3)． 1 1
1 2

2 2

0, ,
a b

c c
a b

≠ 不全为 0  解方程组 1 1 1

2 2 2

0
0

a x b y c
a x b y c

+ + =
 + + =

求交点 ( , )α β

令 , ,x X y Yα β= + = + 则原方程 ( )dy X
dX Y

ϕ⇒ = 属于（2） 

3一阶线性方程 ' ( ) ( )y p x y q x+ =  

解法：用常数变易法求 

(1)求对应齐次方程 ' ( ) 0y p x y+ = 的通解
( )p x dx

y Ce
−∫=  

(2)令原方程的解为
( )( ) p x dxy C x e−∫=  

(3)代入原方程整理得 
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( ) ( )'( ) ( ) ( ) ( )p x dx p x dxC x e q x C x q x e dx C−∫ ∫= ⇒ = +∫ %  

(4)原方程通解  ( ) ( )[ ( ) ]p x dx p x dxy q x e dx C e−∫ ∫= +∫ %  

4贝努里方程 ' ( ) ( ) ny p x y q x y+ = ，其中 0,1n ≠  

解 法 ： 令 1 nZ y −= ， 则 方 程 ⇒ 1 ( ) ( )
1

dz p x z q x
n dx

+ =
−

，

(1 ) ( ) (1 ) ( )dz n p x z n q x
dx

+ − = − 属于 3 

5全微分方程 ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ = 为全微分方程 

⇔ M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
.通解为

0 0
0( , ) ( , )

x y

x y
M x y dx N x y dy C+ =∫ ∫  

可用简单

的变量代

换求解的

某些微分

方程，可降

阶的高阶

微分方程，

线性微分

方程解的

性质及解

的结构定

理 

注：这里只限于讨论二阶线性方程，其结论可推广到更高阶的方程，二

阶线性方程的一般形式为 

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x′′ ′+ + =   (8.1)其中 ( ), ( ), ( )p x q x f x 均为连续函数，当右

端项 ( ) 0f x ≡ 时，称为二阶线性齐次方程，否则称为非齐次方程. 

解的性质与结构(以下性质可推广到任意高阶的线性方程)分以下几种：

1 若 1 2( ), ( )y x y x 为齐次方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y′′ ′+ + =  (8.2)的两个特解，则

其线性组合 1 1 2 2( ) ( )C y x C y x+ 仍为(8.2)的解，特别地，若 1 2( ), ( )y x y x 线性

无关 1

2

( )
( ( ))

( )
y x
y x

λ≠即 常数 ，则(8.2)的通解为 1 1 2 2( ) ( ) ( )y x C y x C y x= +  

2设 1 2( ), ( )y x y x 为非线性方程(8.1)的两个特解，则其差 

1 2( ) ( )y x y x− 为相应齐次方程(8.2)的特解 

3 设 ( )y x∗ 为非齐次方程(8.1)的一个特解， ( )y x 为齐次方程(8.2)的任意

特解，则其和 ( ) ( )y x y x∗ + 为(8.1)的解，特别地，若 1 2( ), ( )y x y x 为(8.2)两

个线性无关的特解，则(8.1)的通解为 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )y x y x C y x C y x∗= + + ，

其中 1 2,C C 为任意常数. 

二阶常系 1二阶常系数线性齐次方程 '' ' 0y py qy+ + =   (1) 其中 ,p q均为常数 
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数奇次线

性微分方

程，高于二

阶的某些

常系数奇

次线性微

分方程 

解法：特征方程： 2 0p qλ λ+ + =  

（I）当 1 2,λ λ 为相异的特征根时，方程(1)通解为 

1 2
1 2( ) x xy x C e C eλ λ= +  

（II）当 1 2λ λ= 时，通解为 1
1 2( ) ( ) xy x C C x eλ= +  

（III）当 iλ α β= ± （复根）时，通解为 

1 2( ) ( cos sin )xy x e C x C xα β β= +  

2 n阶常系数齐次线性方程 

此种方程的一般形式为 

 ( ) ( 1) ( 2)
1 2 0n n n

ny p y p y p y− −+ + + + =L (＊)，其中 

( 1, 2, , )ip i n= L 为常数，相应的特征方程为 

( 1) ( 2)
1 2 0n n n

np p pλ λ λ− −+ + + + =L  

特征根与通解的关系同二阶方程的情形相类似，具体结果为： 

(1)若 1 2, , , nλ λ λL 是个 n相异实根，则方程(＊)的通解为 

1 2
1 2( ) n xx x

ny x C e C e C eλλ λ= + + +L  

(2)若 0λ λ= 为特征方程的 ( )k k n≤ 重实根，则(＊)的通解中含有：

01
1 2( ) xk

kC C x C x eλ−+ + +L  

(3)若 iα β+ 为特征方程的 (2 )k k n≤ 重共轭复根，则(＊)的通解中含有：

1 1
1 2 1 2[( ) cos ( )sin ]x k k

k ke C C x C x x D D x D x xα β β− −+ + + + + + +L L 由于我们

不能求出一般的三次以上代数方程的根，也就是说对于三次以上的特征

方程一般不能得到齐特征根，自然也就不能求出三阶以上常系数齐次线

性微分方程的通解，能够求出的只是某些特殊情形 
简单的二

阶常系数 1二阶常系数线性非齐次方程 '' ' ( )y py qy f x+ + =  (2)其中 ,p q均为常数 
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非奇次线

性微分方

程，欧拉方

程，微分方

程简单应

用 

解法：通解的求法程序 

(1)．求对应齐次方程的通解 ( )Y x  

(2)．求出(2)的特解 *( )y x   

(3)．方程(2)的通解 ( ) *( )y Y x y x= +  

方程(2)特解 * ( )y x 的求法有三种：微分算子法、常数变易法、 

待定系数法. 

2形如 ( ) 1 ( 1)
1 1 0n n n n

n nx y a x y a xy a y− −
− ′+ + + + =L 的方程成为欧拉方程. 

 
 

二、线性代数 
 

(一) 行列式 
 

考试内容 对应公式、定理、概念 
行列式的

概念和基

本性质、行

列式按行

（列）展开

定理 

行列式按行（列）展开定理 

(1) 1 1 2 2

,
( ) ,

0,ij n n i j i j in jn

A i j
A a a A a A a A

i j×

 == + + + = 
≠

L设 则  

或 1 1 2 2

,
0,i j i j ni nj

A i j
a A a A a A

i j
 =+ + + = 

≠
L  

即     * * ,AA A A A E= = 其中     

11 21 1

12 22 2

1 2

* ( ) ( )
n

T
n ji ij

n n nn

A A A
A A A A A A

A A A

 
 
 
 = = =
 
 
 
 

L

L

L LL L

L

 

(2)设 ,A B为n阶方阵，则 AB A B B A BA= = =   
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但 A B A B± = ± 不一定成立 

(3) | | | |,nkA k A A n= 为 阶方阵  

(4) 1 1 1| | |;| | | | ( | *| | | 2T nA n A A A A A A A n− − −= = = ≥设为阶方阵，则| 若可逆） （ ） 

5 | || | ,
A O A C A O

A B A B
O B O B C B

= = =（） ， 为方阵， 

但 1 | || | .m m mn

n n

O A
A B

B O
×

×

= − （ ）  

(6)范德蒙行列式 1 2

1

1 1 1
1 2

1 1 1

( )n
n i j

j i n

n n n
n

x x x
D x x

x x x

≤ < ≤

− − −

= = ∏ −

L

L

L L L L

L

 

设 A是 n阶方阵， ( 1,2 , )i i nλ = L 是 A的 n个特征值，则 

1

| |
n

i
i

A λ
=

= ∏  

 
(二)矩阵 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 
矩阵的概

念，矩阵的

线性运算，

矩阵的乘

法， 

矩阵： ijm n a m n× 个数 排成 行 列的表格

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

L

L

LLLLL

L

称为矩阵，简

记为 , ( ) .ij m nA a m n× =或 若 ，则称 A是 n阶矩阵或 n阶方阵. 

矩阵的线性运算 

1矩阵的加法 设 ( ), ( )ij ijA a B b= = 是两个m n× 矩阵，则m n×  

矩阵 ( )ij ij ijC c a b= = + 称为矩阵 A  与 B的和，记为 A B C+ =  
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2矩阵的数乘 设 ( )ijA a= 是m n× 矩阵，k是一个常数，则m n× 矩阵 ( )ijka

称为数 k与矩阵 A的数乘，记为 kA . 

3矩阵的乘法 设 ( )ijA a= 是m n× 矩阵， ( )ijB b= 是 n s× 矩阵，那么m s×

矩阵 ( )ijC c= ，其中 

1 1 2 2
1

n

ij i j i j in nj ik kj
k

c a b a b a b a b
=

= + + + = ∑L 称为 A B与 的乘积的乘 

积，记为C AB=  

方阵的幂，

方阵乘积

的行列式，

矩阵的转

置，逆矩阵

的概念和

性质，矩阵

可逆的充

要条件，伴

随矩阵， 

1 1 *TA A A−、 、 三者之间的关系 

1)( ) , ( ) , ( ) , ( )T T T T T T T T T TA A AB B A kA kA A B A B= = = ± = ±  

1 1 1 1 1 1 112)( ) , ( ) , ( ) ,A A AB B A kA A
k

− − − − − − −= = = 但 

1 1 1( )A B A B− − −± = ± 不一定成立， 

23)( *)* | | ( 3)nA A A n−= ≥ ， ( )* * *,AB B A=   

1( )* *( 2).nkA k A n−= ≥ 但 ( )* * *A B A B± = ± 不一定成立 

1 1 1 14)( ) ( ) , ( )* ( *) , ( *) ( )*T T T TA A A A A A− − − −= = =  

2有关 A*的结论 
1) * * | |AA A A A E= =  

1 1 22) | * | | | ( 2), ( )* *, ( *)* | | ( 3)n n nA A n kA k A A A A n− − −= ≥ = = ≥  

3)若 A可逆，则 1 1* | | , ( *)*
| |

A A A A A
A

−= =  

4)若 A为 n阶方阵，则
, ( )

( *) 1, ( ) 1
0, ( ) 1

n r A n
r A r A n

r A n

=
= = −
 < −
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3有关 1A−
的结论 

; | | 0; ( ) ;

0

A AB E A r A n
A
A Ax

⇔ = ⇔ ≠ ⇔ =

⇔

⇔ ⇔ =

可逆

可以表示为初等矩阵的乘积；

无零特征值； 只有零解

 

矩阵的初

等变换，初

等矩阵，矩

阵的秩，矩

阵等价，分

块矩阵及

其运算 

1有关矩阵秩的结论 

1）秩 r（A）=行秩=列秩； 
2） ( ) min( , );m nr A m n× ≤  

3） 0 ( ) 1A r A≠ ⇒ ≥ ； 

4） ( ) ( ) ( );r A B r A r B± ≤ +  

5）初等变换不改变矩阵的秩 
6） ( ) ( ) ( ) min( ( ), ( )),r A r B n r AB r A r B+ − ≤ ≤ 特别若 AB O=   

则 ( ) ( )r A r B n+ ≤  

7）若 1A− 存在 ( ) ( );r AB r B⇒ =    若 1B− 存在 

( ) ( );r AB r A⇒ =     

若 ( ) ( ) ( );m nr A n r AB r B× = ⇒ =     

若 ( ) ( ) ( );m sr A n r AB r A× = ⇒ =  

8） ( ) 0m sr A n Ax× = ⇔ = 只有零解 

2分块求逆公式 
1 1

1

A O A O
O B O B

− −

−

  
=   

   
； 

1 1 1 1

1

A C A A CB
O B O B

− − − −

−

 − 
=        

； 

1 1

1 1 1

A O A O
C B B CA B

− −

− − −

  
=     −   

； 

1 1

1

O A O B
B O A O

− −

−

  
=   

   
   这里 A，B均为可逆方阵 
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(三) 向量 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 

向量的概

念，向量的

线性组合

和线性表

示，向量的

线性相关

与线性无

关 

1有关向量组的线性表示 
(1) 1 2, , , sα α αL 线性相关⇔至少有一个向量可以用其余向量线性表示. 

(2) 1 2, , , sα α αL若 线性无关， 1 2, , , sα α αL ， β 线性相关⇔ β 可以由

1 2, , , sα α αL 惟一线性表示. 

(3) β 可以由 1 2, , , sα α αL 线性表示 

⇔ 1 2 1 2, , , ) ( , , , ,s srα α α α α α β=L Lr( ） 

2有关向量组的线性相关性 

(1)部分相关，整体相关；整体无关，部分无关. 

(2) ① n个 n维向量 

1 2 2, ] | 0n nα α α α α α⇔ ≠L L1线性无关 |[ ， ， ， ， 

n个 n维向量 1 2, nα α αL 线性相关 

2, , , ] | 0nα α α⇔ =L1|[ ， 

  ② n+1个 n维向量线性相关. 
  ③若 1 2, Sα α αL 线性无关，则添加分量后仍线性无关； 

或一组向量线性相关，去掉某些分量后仍线性相关 

向量组的

极大线性

无关组，等

价向量组，

向量组的

秩 

1有关向量组的线性表示 
(1) 1 2, , , sα α αL 线性相关⇔至少有一个向量可以用其余向量线性表示. 

(2) 1 2, , , sα α αL若 线性无关， 1 2, , , sα α αL ， β 线性相关⇔ β  

可以由 1 2, , , sα α αL 惟一线性表示. 

(3) β 可以由 1 2, , , sα α αL 线性表示 

⇔ 1 2 1 2, , , ) ( , , , , )s sr rα α α α α α β=L L(  
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向量组的

秩与矩阵

的秩之间

的关系，向

量空间及

相关概念 

1 设 ( )m nr A r× = ，则 A的秩 ( )r A 与 A的行列向量组的线性相关性关系

为： 

(1)若 ( )m nr A r m× = = ，则 A的行向量组线性无关. 

(2)若 ( )m nr A r m× = < ，则 A的行向量组线性相关. 

(3)若 ( )m nr A r n× = = ，则 A的列向量组线性无关. 

(4)若 ( )m nr A r n× = < ，则 A的列向量组线性相关 

n维向量空
间的基变

换和坐标

变换，过渡

矩阵 

1基变换公式及过渡矩阵 
若 1 2, , , nα α αL 与 1 2, , , nβ β βL 是向量空间V 的两组基，则基变换公式为 

11 12 1

21 22 2
1 2 1 2 1 2

1 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

n

n
n n n

n n nn

c c c
c c c

C

c c c

β β β α α α α α α

 
 
 = =
 
 
 

L

L
L L L

LLLLL

L

 

其中C是可逆矩阵，称为由基 1 2, , , nα α αL 到基 1 2, , , nβ β βL 的过渡矩阵 

2坐标变换公式 
若向量 γ 在基 1 2, , , nα α αL 与基 1 2, , , nβ β βL 的坐标分别是 

1 2( , , , )T
nX x x x= L ， 1 2( , , , )T

nY y y y= L 即 

1 1 2 2 1 1 2 2n n n nx x x y y yγ α α α β β β= + + + = + + +L L ，则向量坐标 

变换公式为 1X CY Y C X−= =或  
其中C是从基 1 2, , , nα α αL 到基 1 2, , , nβ β βL 的过渡矩阵 
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向量的内

积，线性无

关向量组

的正交规

范化方法 

内积： 1 1 2 2( , ) T T
n na b a b a bα β α β β α= + + + = =L  

Schmidt正交化 
若 1 2, , , sα α αL 线性无关，则可构造 1 2, , , sβ β βL 使其两两正 
交，且 iβ 仅是 1 2, , , iα α αL 的线性组合 ( 1,2, , )i n= L ，再把 iβ  

单位化，记 i
i

i

β
γ

β
= ，则 1 2, , , iγ γ γL 是规范正交向量组.其中 

1 1β α= ，            

2 1
2 2 1

1 1

( , )
( , )
α β

β α β
β β

= −  

                    
3 1 3 2

3 3 1 2
1 1 2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )
α β α β

β α β β
β β β β

= − −  

                   

………………………………… 

                  

       1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

s s s s
s s s

s s

α β α β α β
β α β β β

β β β β β β
−

−
− −

= − − − −L  

 

规范正交

基，正交矩

阵及其性

质 

1正交基及规范正交基 
向量空间一组基中的向量如果两两正交，就称为正交基；若正交基中每

个向量都是单位向量，就称其为规范正交基 

 
(四)线性方程组 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 

线性方程

组的克莱

姆法则，奇

次线性方

程组有非

零解的充

分必要条

1克莱姆法则 

线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =

L

L

LLLLLLLLL

L

，如果系数行列式 0D A= ≠ ，

则方程组有唯一解 
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件 1 2
1 2, , , n

n
DD Dx x x

D D D
= = =L ，其中 jD 是把D中第 j列元素换成方程组右

端的常数列所得的行列式. 
2 n 阶矩阵 A可逆 0Ax⇔ = 只有零解. ,b Ax b⇔ ∀ = 总有唯一解，一般

地， 
   ( ) 0m nr A n Ax× = ⇔ = 只有零解. 

非奇次线

性方程组

有解的充

分必要条

件，线性方

程组解的

性质和解

的结构 

1 设 A 为 m n× 矩阵，若 ( )m nr A m× = ，则对 Ax b= 而言必有

( ) ( ) ,r A r A b m= =M 从而 Ax b= 有解. 

2设 1 2, , sx x xL 为 Ax b= 的解，则 1 1 2 2 s sk x k x k x+ + +L 当 1 2 1sk k k+ + + =L

时仍为 Ax b= 的解；但当 1 2 0sk k k+ + + =L 时，则为 0Ax= 的解 .特别

1 2

2
x x+

为 Ax b= 的解； 3 1 22 ( )x x x− + 为 0Ax = 的解. 

3 非齐次线性方程组 Ax b= 无解 ( ) 1 ( )r A r A b⇔ + = ⇔ 不能由 A的列向

量 1 2, , , nα α αL 线性表示. 

奇次线性

方程组的

基础解系

和通解，解

空间，非奇

次线性方

程组的通

解. 

1齐次方程组 0Ax = 恒有解(必有零解).当有非零解时，由于解向量的任

意线性组合仍是该齐次方程组的解向量，因此 0Ax = 的全体解向量构成

一个向量空间，称为该方程组的解空间，解空间的维数是 ( )n r A− ，解

空间的一组基称为齐次方程组的基础解系. 
2 1 2, , , tη η ηL 是 0Ax = 的基础解系，即 

(1) 1 2, , , tη η ηL 是 0Ax = 的解； 

(2) 1 2, , , tη η ηL 线性无关； 

(3) 0Ax = 的任一解都可以由 1 2, , , tη η ηL 线性表出. 

1 1 2 2 t tk k kη η η+ + +L 是 0Ax = 的通解，其中 1 2, , , tk k kL 是任意常数. 

 
 

(五)矩阵的特征值和特征向量 
 

考试内容 对应公式、定理、概念 
矩阵的特

征值和特

征向量的

1设λ是 A的一个特征值，则 
2 1, , , , ( ), , , *m TkA aA bE A A f A A A A−+ 有一个特征值分别为 
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概念及性

质， 
2 1 | |, , , , ( ), , , ,m Ak a b fλ λ λ λ λ λ λ

λ
−+ 且对应特征向量相同（

TA  

例外）. 

2若 1 2, , , nλ λ λL 为 A的 n个特征值，则
1 1 1

, | |
nn n

i ii i
i i i

a Aλ λ
= = =

= =∑ ∑ ∏  

从而 | | 0A A≠ ⇔ 没有特征值. 

3设 1 2, , , sλ λ λL 为 A的 s个特征值，对应特征向量为 

1 2, , , sα α αL ，若 

1 1 2 2 ,s sk k kα α α α= + + +L 则 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2
n n n n n n n

s s s s sA k A k A k A k k kα α α α λ α λ α λ α= + + + = + +L L  

相似变换、

相似矩阵

的概念及

性质， 

1若 A B ，则 
(1) 1 1, , * *.T TA B A B A B− −    

(2)
1 1

| | | |, , ( ) ( )
n n

ii ii
i i

A B A b r A r B
= =

= = =∑ ∑  

(3) | | | |,E A E Bλ λ− = − 对 λ∀ 成立 

矩阵可相

似对角化

的充分必

要条件及

相似对角

矩阵， 

1 设 A为 n 阶方阵，则 A可对角化⇔对每个 ik 重根特征值 iλ ，有

( )i in r E A kλ− − =  

2设 A可对角化，则由 1 ,P AP− = Λ 有 1A P P−= Λ ，从而 1n nA P P−= Λ  

3重要结论 

(1)若 ,A B C D  ，则
A O B O
O C O D

   
   
   

 . 

(2)若 A B ，则 ( ) ( ), ( ) ( )f A f B f A f B  ，其中 ( )f A 为关于 n阶方阵 A

的多项式. 

(3)若 A为可对角化矩阵，则其非零特征值的个数(重根重复计算)＝秩

( A ) 
实对称矩

阵的特征

值、特征向

量及相似

对角阵 

1相似矩阵：设 ,A B为两个 n阶方阵，如果存在一个可逆矩阵 P，使得
1B P AP−= 成立，则称矩阵 A B与 相似，记为 A B . 

2相似矩阵的性质 

如果 A B 则有 
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(1) T TA B  

(2) 1 1A B− − ( )A B若 ， 均可逆  

(3) ( )k kA B k 为正整数  

(4) , ,E A E B A Bλ λ− = − 从而 有相同的特征值  

(5) , ,A B A B= 从而 同时可逆或同时不可逆  

(6) ) ( ) ,A B E A E B A Bλ λ= − = −秩( 秩 , 、 不一定相似  

 
(六)二次型 

 
考试内容 对应公式、定理、概念 

二次型及

其矩阵表

示，合同变

换与合同

矩阵，二次

型的秩 

1 n个变量 1 2, , , nx x xL 的二次齐次函数 

1 2
1 1

( , , , )
n n

n ij i j
i j

f x x x a x y
= =

= ∑∑L ，其中 ( , 1, 2, , )ij jia a i j n= = L ，称为 n元二次

型，简称二次型. 若令 

11 12 11

2 21 22 2

1 2

, ,

n

n

n n n nn

a a ax
x a a a

x A

x a a a

  
  
  = =
  
  

   

L

L

M LLLLL

L

这二次型 f 可改写成矩阵 

向量形式 Tf x Ax= .其中 A称为二次型矩阵，因为 ( , 1, 2, , )ij jia a i j n= = L ，

所以二次型矩阵均为对称矩阵，且二次型与对称矩阵一一对应，并把矩

阵 A的秩称为二次型的秩. 

惯性定 

理，二次 

型的标准 

形和规范

形 

1惯性定理 

对于任一二次型，不论选取怎样的合同变换使它化为仅含平方项

的标准型，其正负惯性指数与所选变换无关，这就是所谓的惯性定理.

2标准形 

  二 次 型 1 2( , , , ) T
nf x x x x Ax= =L 经 过 合 同 变 换 x Cy= 化 为
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2

1

r
T T T

i i
i

f x Ax y C ACy d y
=

= = = ∑ 称为 

f ( )r n≤ 的标准形.在一般的数域内，二次型的标准形不是唯一的，与

所作的合同变换有关，但系数不为零的平方项的个数由 ( )r A的秩 唯一确

定. 

3规范形 
  任 一 实 二 次 型 f 都 可 经 过 合 同 变 换 化 为 规 范 形

2 2 2 2 2
1 2 1p p rf z z z z z+= + + + − − −L L ，其中 r A为 的秩， p为正惯性指数，

r p− 为负惯性指数，且规范型唯一. 

用正交变

换和配方

法化二次

型为标准

形，二次型

及其矩阵

的正定 

性 

1 设 A正定⇒ 1( 0), , , *TkA k A A A−> 正定； | | 0,A > A 可逆； 0iia > ，且

| | 0iiA >  

2 A，B正定⇒ A+B正定，但 AB，BA不一定正定 

3 A正定 ( ) 0, 0Tf x x Ax x⇔ = > ∀ ≠  

   ⇔ A的各阶顺序主子式全大于零     

   ⇔ A的所有特征值大于零 

   ⇔ A的正惯性指数为 n      

⇔ ∃可逆阵 P使 TA P P=       

⇔存在正交矩阵 Q，使

1

1 ,T

n

Q AQ Q AQ

λ

λ

−

 
 
 = =  
  
 

O  

其中 0, 1, 2, , .i i nλ > = L 正定⇒ 1( 0), , , *TkA k A A A−> 正定； 

| | 0,A > A可逆； 0iia > ，且 | | 0iiA >  
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三、概率论与数理统计 
 

(一)随机事件和概率 
 

考试内容 对应概念、定理、公式 

随机事件

与样本空

间，事件的

关系与运

算，完全事

件组 

1事件的关系与运算 

(1)子事件： A B⊂ ，若 A发生，则 B发生. 

(2)相等事件：A=B，即 A B⊂ ，且 B A⊂ . 
(3)和事件： A BU （或 A+B），A与 B中至少有一个发生. 

(4)差事件：A-B，A发生但 B不发生. 
(5)积事件： A BI （或 AB），A与 B同时发生. 

(6)互斥事件（互不相容）： A BI =∅ . 

(7)互逆事件（对立事件）： 
, ,A B A B A B B A= ∅ = Ω = =I U且 记 或  

2运算律： 
(1)交换律： A B B A A B B A= =U U I I，  

(2)结合律： A B C A B C=U U U U（ ） （ ）； 

A B C A B C=I I I I（ ） （ ） 

(3)分配律： A B C A C B C=U I I U I（ ） （ ）（ ） 

3德 摩根律： A B A B A B A B= =U I U U，  

4完全事件组: 1 2 nA A AL， ， ，两两互斥，且和事件为必然事 

件，即 i jA A = ∅ ≠ = ΩI U
n

i=1

，i j， 。 

概率的概

念，概率的

基本性质，

古典概率，

几何型概

率 

1概率：事件发生的可能性大小的度量，其严格定义如下： 

概率P （）为定义在事件集合上的满足下面 3个条件的函数： 

(1)对任何事件 A， P ≥（A） 0； 

(2)对必然事件Ω， 1P Ω =（ ） ； 

(3)对 1 2
11

, , ( ), ( ) ( ).n i j i
ii

A A A A A i j P A P A
∞ ∞

==

= ∅ ≠ = ∑L L U， ， ， 若 则  

2概率的基本性质 
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(1) ( ) 1 ( );P A P A= −  

(2) ( ) ( ) ( );P A B P A P AB− = −  

(3) ( ) ( ) ( ) ( );P A B P A P B P AB= + −U 特别， 

当B A⊂ 时， ( ) ( ) ( )P A B P A P B− = − 且 ( ) ( )P B P A≤ ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P BC= + + − −U U  

( ) ( );P AC P ABC− +  

(4)若 1 2, , , nA A AL 两两互斥，则
1 1

( ) ( ( ).
nn

i i
i i

P A P A
= =

= ∑U  

3古典型概率: 实验的所有结果只有有限个， 

且每个结果发生的可能性相同，其概率计算公式： 

( ) AP A =
事件 发生的基本事件数

基本事件总数
 

4几何型概率: 样本空间Ω为欧氏空间中的一个区域， 

且每个样本点的出现具有等可能性，其概率计算公式： 

( ) AP A =
Ω
的度量（长度、面积、体积）

的度量（长度、面积、体积）
 

概率的基

本公式，事

件的独立

性，独立重

复试验 

1概率的基本公式: 

(1)条件概率: 

 | P ABP B A A B
P A

=
（ ）

（ ） ，表示 发生的条件下， 发生的概率
（ ）

 

(2)全概率公式： 

11
( | ) ( ), , , .

n n

i i i j i
ii

P A P A B P B B B i j B
==

= = ∅ ≠ = Ω∑ U（ ）  
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(3) Bayes公式：

1

( | ) ( )
( | ) , 1, 2, ,

( | ) ( )

j j
j n

i i
i

P A B P B
P B A j n

P A B P B
=

= =

∑
L  

注：上述公式中事件 iB 的个数可为可列个. 

(4)乘法公式： 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P A A P A P A A P A P A A= =  

1 2 1 2 1 3 1 2 1 2 1( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )n n nP A A A P A P A A P A A A P A A A A −=L L L  

2事件的独立性 
(1)A与 B相互独立 ( ) ( ) ( )P AB P A P B⇔ =  

(2)A，B，C两两独立 
( ) ( ) ( );P AB P A P B⇔ = ( ) ( ) ( );P BC P B P C=  ( ) ( ) ( );P AC P A P C=  

(3)A，B，C相互独立 
( ) ( ) ( );P AB P A P B⇔ =      ( ) ( ) ( );P BC P B P C=   

( ) ( ) ( );P AC P A P C=      ( ) ( ) ( ) ( ).P ABC P A P B P C=  

3独立重复试验: 将某试验独立重复 n次，若每次实验中事 

件 A发生的概率为 p，则 n次试验中 A发生 k次的概率为： 

( ) (1 ) .k k n k
nP X k C p p −= = −  

4重要公式与结论 

(1) ( ) 1 ( )P A P A= −  

(2) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB= + −U  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P BC= + + − −U U  

( ) ( )P AC P ABC− +  

(3) ( ) ( ) ( )P A B P A P AB− = −  

(4) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),P AB P A P AB P A P AB P AB= − = +  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P AB P AB P AB P AB= + = + +U  

(5)条件概率 ( | )P B 满足概率的所有性质， 
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例如：. 1 1( | ) 1 ( | )P A B P A B= −  

       1 2 1 2 1 2( | ) ( | ) ( | ) ( | )P A A B P A B P A B P A A B= + −U  

       1 2 1 2 1( | ) ( | ) ( | )P A A B P A B P A A B=  

(6)若 1 2, , , nA A AL 相互独立，则
11

( ) ( ),
n n

i i
ii

P A P A
==

= ∏I  

 
11

( ) (1 ( ))
n n

i i
ii

P A P A
==

= −∏U  

(7)互斥、互逆与独立性之间的关系： 

A与 B互逆⇒ A与 B互斥，但反之不成立，A与 B互 

斥（或互逆）且均非零概率事件⇒ A与 B不独立. 
(8)若 1 2 1 2, , , , , , ,m nA A A B B BL L 相互独立，则 1 2( , , , )mf A A AL 与 

1 2( , , , )ng B B BL 也相互独立，其中 ( ), ( )f g  分别表示对相应事件做任意

事件运算后所得的事件，另外，概率为 1（或 0）的事件与任何事件相
互独立. 

 
(二)随机变量及其概率分布 

 
考试内容 对应公式、概念、定理 

随机变量，

随机变量

的分部函

数的概念

及其性质 

1 随机变量及概率分布: 取值带有随机性的变量，严格地说是定义在样

本空间上，取值于实数的函数称为随机变量，概率分布通常指分布函数

或分布律 

2分布函数的概念与性质 
定义： ( ) ( ),F x P X x x= ≤ −∞ < < +∞  

性质：(1) 0 ( ) 1F x≤ ≤             (2) ( )F x 单调不减 

(3)右连续 ( 0) ( )F x F x+ =    (4) ( ) 0, ( ) 1F F−∞ = +∞ =  
离散型随

机变量的

概率分布，

连续型随

机变量的

概率密度

1离散型随机变量的概率分布 

1
( ) , 1, 2, , , 0, 1i i i i

i
P X x p i n p p

∞

=

= = = ≥ =∑L L  

2连续型随机变量的概率密度 
概率密度 ( );f x 非负可积，且 
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性质 (1) ( ) 0,f x ≥  

(2) ( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫  

(3) ( ) ( ) '( ) ( ) ( )
x

x f x f x F x F x f t dt
−∞

= = ∫为 的连续点，则 分布函数  

常见随机

变量的概

率分布，随

机变量函

数的概率

分布 

1常见分布 

(1) 0-1分布： 1( ) (1 ) , 0,1k kP X k p p k−= = − =  

(2) 二项分布 ( , )B n p ： 

   ( ) (1 ) , 0,1, ,k k n k
nP X k C p p k n−= = − = L  

(3)  Poisson分布 ( )p λ ： 

   ( ) , 0, 0,1, 2
!

k

P X k e k
k

λλ
λ−= = > = L  

(4) 均匀分布 U（a，b）：
1 ,

( )
0,

a x b
f x b a

 < <= −
 其他

 

(5) 正态分布 2( , ) :N µ σ  

 
2

2
( )

21( ) , 0,
2

x

x e x
µ

σϕ σ
πσ

−
−

= > −∞ < < +∞  

(6)指数分布 ( ) :E λ
, 0, 0

( )
0,

xe x
f x

λλ λ− > >= 
 其他

 

(7)几何分布 1( ) : ( ) (1 ) ,0 1, 1, 2, .kG p P X k p p p k−= = − < < = L  

(8)超几何分布 

( , , ) :H N M n ( ) ,
k n k
M N M

n
N

C C
P X k

C

−
−= = 0,1, , min( , )k n M= L  

2随机变量函数的概率分布 
(1)离散型： 1( ) , ( )iP X x p Y g X= = = 则 

( )
( ) ( )

i i

j i
g x y

P Y y P X x
=

= = =∑  
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(2)连续型： ~ ( ), ( )XX f x Y g x= 则 

( )

( ) ( ) ( ( ) ) ( )y x
g x y

F y P Y y P g X y f x dx
≤

= ≤ = ≤ = ∫ ， 

  ( ) ' ( )Y Yf y F y=  

3重要公式与结论 
1 1(1) ~ (0,1) (0) , (0) ,

22
X N ϕ

π
⇒ = Φ =  

( ) ( ) 1 ( )a P X a aΦ − = ≤ − = − Φ  

2(2) ~ ( , ) ~ (0,1) ( ) ( )X aX N N P X aµ µ
µ σ

σ σ
− −

⇒ ≤ = Φ且  

(3) ~ ( ) ( | ) ( )X E P X s t X s P X tλ ⇒ > + > = >  

(4) ~ ( ) ( | ) ( )X G p P X m k X m P X k⇒ = + > = =  

(5)离散型随机变量的分布函数为阶梯间断函数；连续型随机变量的分

布函数为连续函数，但不一定为处处可导函数. 

(6)存在既非离散也非连续型随机变量. 
 

(三)多维随机变量及其分布 
 

考试内容 对应公式、概念、定理 

多维随机

变量及其

分布，二维

离散型随

机变量的

概率分布、

边缘分布

和条件分

布 

1二维随机变量及其联合分布 

由两个随机变量构成的随机向量（X，Y）， 
联合分布为 ( , ) ( , )F x y P X x Y y= ≤ ≤  

2二维离散型随机变量的联合概率分布、边缘分布、条件分 

布(1)联合概率分布律   { , } ; , 1,2,i j ijP X x Y y p i j= = = = L  

(2) 边缘分布律   
1

, 1, 2,i ij
j

p p i
∞

⋅
=

= =∑ L  

, 1,2,j ij
i

p p j
∞

⋅ = =∑ L  

(3) 条件分布律    

{ | } ij
i j

j

p
P X x Y y

p⋅

= = =      
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{ | } ij
j i

i

p
P Y y X x

p ⋅

= = =  

二维连续

性随机变

量的概率

密度、边缘

概率密度

和条件密

度 

1联合概率密度 ( , ) :f x y  

(1) ( , ) 0f x y ≥            

 (2) ( , ) 1f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

2分布函数： ( , ) ( , )
x y

F x y f u v dudv
−∞ −∞

= ∫ ∫  

3边缘概率密度： 

( ) ( , )Xf x f x y dy
+∞

−∞
= ∫    ( ) ( , )Yf y f x y dx

+∞

−∞
= ∫  

4条件概率密度： |
( , )( | )

( )X Y
Y

f x yf x y
f y

=     |
( , )( | )

( )Y X
X

f x yf y x
f x

=  

随机变量

的独立性

和不相关

性，常用二

维随机变

量的分布 

1常见二维随机变量的联合分布 

(1)二维均匀分布： ( , ) ( )x y U D  ,
, ( , )

( )( , )
0,

x y D
S Df x y

 ∈= 



1

其他

 

(2)二维正态分布： 2 2
1 2 1 2~X Y N µ µ σ σ ρ（ ， ） （ ， ， ， ， ） 

2
1 2

1( , )
2 1

f x y
πσ σ ρ

=
−

 


2 2

1 1 2 2
2 2 2

1 21 2

( ) ( )( ) ( )1exp [ 2 ]
2(1 )

x x y yµ µ µ µ
ρ

σ σρ σ σ
 − − − −−

− + 
− 

 

2随机变量的独立性和相关性 
X和 Y的相互独立 ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y⇔ = ， 

(ij i jp p p⋅ ⋅⇔ = ⋅ 离散型） ( , ) ( ) ( )(X Yf x y f x f y⇔ = 连续型） 

X和 Y的相关性：相关系数 0XYρ = 时，称 X和 Y不相关， 

否则称 X和 Y相关 
两个及两

个以上随
1两个随机变量简单函数的概率分布 
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机变量简

单函数的

分布 

(1)离散型： 

( , ) , ( , )i i ijP X x Y y p Z g X Y= = = = 则  

{ }
( , )

) ( , ) ( , )
i i k

k k i j
g x y z

P Z z P g X Y z P X x Y y
=

= = = = = =∑（  

(2)连续型： 

( , ) ( , ), ( , )X Y f x y Z g X Y= 则 

{ }
( , )

( ) ( , ) ( , )z
g x y z

F z P g X Y z f x y dxdy
≤

= ≤ = ∫∫ ， ( ) ' ( )z zf z F z=  

2重要公式与结论 

(1) 边缘密度公式： 

( ) ( , ) ,Xf x f x y dy
+∞

−∞
= ∫    ( ) ( , ) .Yf y f x y dx

+∞

−∞
= ∫  

(2) { }( , ) ( , )
D

P X Y D f x y dxdy∈ = ∫∫  

(3)若（X，Y）服从二维正态分布 2 2
1 2 1 2( , , , , )N µ µ σ σ ρ 则有 

① 2 2
1 1 2 2~ ( , ), ~ ( , ).X N Y Nµ σ µ σ  

②X与 Y相互独立 0ρ⇔ = ，即 X与 Y不相关. 

③ 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2~ ( , 2 ).C X C Y N C C C C C Cµ µ σ σ σ σ ρ+ + + +  

④X关于 Y=y的条件分布为： 

 2 21
1 2 1

2

( ( ), (1 )).N yσ
µ ρ µ σ ρ

σ
+ − −  

⑤Y关于 X=x的条件分布为：    
2 22

2 1 2
1

( ( ), (1 )).N xσ
µ ρ µ σ ρ

σ
+ − −  

(4)若 X与 Y独立，且分别服从 2
1 1( , ),N µ σ 2

1 2( , ),N µ σ  

则 2 2
1 2 1 2( , ) ~ ( , , , , 0),X Y N µ µ σ σ  
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2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2~ ( , ).C X C Y N C C C Cµ µ σ σ+ + +  

(5)若 X与 Y相互独立， ( ) ( )f x g x和 为连续函数， 

则 ( ) ( )f X g Y与 也相互独立. 

 
(四)随机变量的数字特征 

 
考试内容 对应概念、定义、定理、公式 
随机变量

的数学期

望（均值）、

方差和标

准差及其

性质 

1数学期望 

离散型： { } , ( )i i i i
i

P X x p E X x p= = = ∑ ；连续型： 

~ ( ), ( ) ( )X f x E X xf x dx
+∞

−∞
= ∫  

性质： 
(1) ( ) , [ ( )] ( )E C C E E X E X= =  

(2) 1 2 1 2( ) ( ) ( )E C X C Y C E X C E Y+ = +  

(3)若 X和 Y独立，则 ( ) ( ) ( )E XY E X E Y=  

(4) [ ]2 2 2( ) ( ) ( )E XY E X E Y≤  

2方差： [ ] [ ]2 22( ) ( ) ( ) ( )D X E X E X E X E X= − = −  

3标准差： ( )D X ， 

4离散型： [ ]2( ) ( )i i
i

D X x E X p= −∑  

5连续型： [ ]
2

( ) ( ) ( )D X x E X f x dx
+∞

−∞
= −∫  

性质： 
(1) ( ) 0, [ ( )] 0, [ ( )] 0D C D E X D D X= = =  

(2)X与 Y相互独立，则 ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y± = +  

(3) 2
1 2 1( ) ( )D C X C C D X+ =  
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(4)一般有 

( ) ( ) ( ) 2 ( , ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )D X Y D X DY Cov X Y D X DY D X DYρ± = + ± = + ±  

(5) 2( ) ( ) , ( )D X E X C C E X< − ≠  

(6) { }( ) 0 1D X P X C= ⇔ = =  

随机变量

函数的数

学期望，

矩、协方

差，相关系

数的数字

特征 

1随机变量函数的数学期望 
(1)对于函数 ( )Y g x=  

X 为离散型： { } , ( ) ( )i i i i
i

P X x p E Y g x p= = = ∑ ； X 为连续型：

~ ( ), ( ) ( ) ( )X f x E Y g x f x dx
+∞

−∞
= ∫  

(2) ( , )Z g X Y= ; ( , ) ~ { , }i j ijX Y P X x Y y p= = = ; 

( ) ( , )i j ij
i j

E Z g x y p= ∑∑  

( , ) ~ ( , )X Y f x y ; ( ) ( , ) ( , )E Z g x y f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
= ∫ ∫  

2协方差 [ ]( , ) ( ( )( ( ))Cov X Y E X E X Y E Y= − −  

3相关系数 ( , )
( ) ( )XY

Cov X Y
D X D Y

ρ = ,k阶原点矩 ( )kE X ; 

k阶中心矩 { }[ ( )]kE X E X−  

性质： 
(1) ( , ) ( , )Cov X Y Cov Y X=  

(2) ( , ) ( , )Cov aX bY abCov Y X=  

(3) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )Cov X X Y Cov X Y Cov X Y+ = +  

(4) ( , ) 1X Yρ ≤  

(5) ( , ) 1 ( ) 1, 0X Y P Y aX b aρ = ⇔ = + = >其中  
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   ( , ) 1 ( ) 1, 0X Y P Y aX b aρ = − ⇔ = + = <其中  

4重要公式与结论 

（1） 2 2( ) ( ) ( )D X E X E X= −  

（2） ( , ) ( ) ( ) ( )Cov X Y E XY E X E Y= −  

（3） ( , ) 1,X Yρ ≤ 且 

     ( , ) 1 ( ) 1, 0X Y P Y aX b aρ = ⇔ = + = >其中  

     ( , ) 1 ( ) 1, 0X Y P Y aX b aρ = − ⇔ = + = <其中  

（4）下面 5个条件互为充要条件： 
( , ) 0X Yρ =  

( , ) 0Cov X Y⇔ =  

( , ) ( ) ( )E X Y E X E Y⇔ =  

( ) ( ) ( )D X Y D X D Y⇔ + = +  

( ) ( ) ( )D X Y D X D Y⇔ − = +  
注：X 与 Y 独立为上述 5 个条件中任何一个成立的充分条件，但非必
要条件. 

 
(五)大数定律和中心极限定理 

 
考试内容 对应概念、定理、重要公式 

切比雪夫

（Chebysh
ev）不等
式，切比雪

夫大数定

律 

1切比雪夫不等式： { } 2

( )| ( ) | D XP X E X ε
ε

− ≥ ≤ 或 

{ } 2

( )| ( ) | 1 D XP X E X ε
ε

− < ≥ −  

2切比雪夫大数定律：设 1 2, , ,nX X XL L相互独立，且 

2( ) , ( ) ( 1, 2, ),i iE X D X iµ σ= = = L 则对于任意正数ε ，有 

1

1lim 1
n

in i
P X

n
µ ε

→∞
=

 
− < = 

 
∑  
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伯努利大

数定律，辛

钦

（Khinchi
ne）大数定
律 

1伯努利大数定律 

设 1 2, , ,nX X XL L相互独立，同 0-1分布 (1, )B p ，则对任意正数ε ，有

1

1lim 1
n

in i
P X p

n
ε

→∞
=

 
− < = 

 
∑  

2辛钦大数定律 
设 1 2, , ,nX X XL L相互独立同分布， , 1, 2,iEX iµ= = 则对于任 

意正数ε ，有
1

1lim 1
n

in i
P X

n
µ ε

→∞
=

 
− < = 

 
∑  

隶莫弗－

拉普拉斯

（De 
Movire-La
place）定
理，列维－

林德伯格

（Levy-Un
dbe）定理

1棣莫弗---拉普斯定理 
设 ~ ( , ),n B n pη （即 1 2, , ,nX X XL 相互独立且同服从 0-1分布 

1

n

n i
i

Xη
=

= ∑ ）则有 

2

21lim
(1 ) 2

txn

n

np
P x e dt

np p
η

π

−

−∞→∞

 − ≤ = 
−  

∫  

2列维---林德伯格定理 
设 1 2, , ,nX X XL L相互独立分布， 

2( ) , ( ) ( 0) 1,2, ,i iE X D X iµ σ σ= = ≠ = L  

则

2

1 21lim
2

n

ti xi

n

X n
P x e dt

n

µ

σ π

−=

−∞→∞

 
−  ≤ = 

 
  

∑
∫  

 
(六)数理统计的基本概念 

 
考试内容 对应公式、概念、定理 
总体，个

体，简单随

机样本，统

计量，样本

总体：研究对象的全体，它是一个随机变量，用 X表示 

个体：组成总体的每个基本元素 

简单随机样本：来自总体 X 的 n 个相互独立且与总体同分布的随机变
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均值，样本

方差和样

本矩 

量 1 2, , ,nX X XL 称为容量为 n的简单随机样本，简称样

本 
统计量：设 1 2, , ,nX X XL 是来自总体 X的一个样本， 1 2( , , )ng X X XL ）

是样本的连续函数，且 ( )g  中不含任何未知参数，则称

1 2( , , )ng X X XL 为统计量 

样本均值：
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑  

样本方差： 2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑  

样本矩：样本 k阶原点矩：
1

1 , 1,2,
n

k
k i

i
A X k

n =

= =∑ L  

样本 k阶中心矩：
1

1 ( ) , 1, 2,
n

k
k i

i
B X X k

n =

= − =∑ L  

2χ 分布，t

分布，F分
布，分位数

2χ 分布： 2 2 2 2 2
1 2 ~ ( )nX X X nχ χ= + + +L ，其中 1 2, , ,nX X XL 相互独立，

且同服从 (0,1)N  

t分布： ~ ( )
/

XT t n
Y n

=  其中 2~ (0,1), ~ ( ),X N Y nχ 且 X，Y 

相互独立 

F分布： 1
1 2

2

/
~ ( , )

/
X nF F n n
Y n

= ，其中 2 2
1 2~ ( ), ~ ( ),X n Y nχ χ 且 X，Y相互

独立 

分位数：若 ( ) ,P X xα α≤ = 则称 xα为 X的α 分位数 

正态总体

的常用样

本分布 

1设 1 2, , nX X XL 为来自正态总体 2( , )N µ σ 的样本， 

2 2

1 1

1 1, ( ) ,
1

n n

i i
i i

X X S X X
n n= =

= = −
−∑ ∑ 则 

(1)
2

~ ( , ) ~ (0,1)
/

XX N N
n n

σ µ
µ

σ

−
或  

(2)
2

2 2
2 2

1

( 1) 1 ( ) ~ ( 1)
n

i
i

n S X X nχ
σ σ =

−
= − −∑  
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(3) 2 2
2

1

1 ( ) ~ ( )
n

i
i

X nµ χ
σ =

−∑  

(4) ~ ( 1)X t n
S

n

µ−
−  

重要公式与结论 

（1）对于 2 2~ ( )nχ χ ，有 2 2( ( )) , ( ( )) 2 ;E n n D n nχ χ= =  

（2）对于 ~ ( )T t n ，有 ( ) 0, ( ) ( 2)
2

nE T D T n
n

= = >
−

； 

（3）对于 ~ ( , )F F m n ，有 

/ 2
1 / 2

1 1~ ( , ), ( , ) ;
( , )a

a

F n m F m n
F F n m−

=  

（4）对于任意总体 X，有 
2 ( )( ) ( ), ( ) ( ), ( ) D XE X E X E S D X D X

n
= = =  

 
(七)参数估计 

 
考试

内容 
对应公式、概念、定理 

点估

计的

概念，

估计

量与

估计

值，矩

估计

法，最

大似

然估

计法 

1θ̂为θ的矩估计，g（x）为连续函数，则 g（θ̂）为 g（θ）的 

矩估计. 

2θ̂为θ的极大似数估计，g（x）为单调函数，则 ˆ( )g θ 为 ( )g θ 的 

极大似然估计 

3 2( ) ( ), ( ) ( ),E X E X E S D X= = 即 X ， 2S 分别为总体 

( ),E X ( )D X 的无偏估计量. 

4由大数定律易知 X ， 2S 也分别是 ( ),E X ( )D X 的一致估量. 

5若 ˆ ˆ( ) , ( ) 0( )E D nθ θ θ= → → ∞ 则θ̂为θ的一致估计. 
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估计

量的

评选

标准

区间

估计

的概

念 

1估计量的选取标准：无偏性、有效性、相合性 

2 1 2
ˆ( , )θ θ

)
为θ的置信度是1 α− 的置信区间，g（x）为单调增加（或单调减少）

函数，则 1 2 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ), ( ) ( ) ( )g g g gθ θ θ θ或 ， ）为 θg( )的置信度 

是1 α− 的置信区间 

单个

正态

总体

的均

值和

方差

的区

间估

计，两

个正

态总

体的

均值

差和

方差

比的

区间

估计 

正态总体均值与方差的置信区间 
待估参数 抽样分布 双侧置信区间 

µ  

2σ  
已知 

(0,1)XU N

n

µ
σ
−

= ⋅  2 2

2

( , )

{ }

X X

P

α α

α

µ µ

µ µ α

− +

≥ =
 

2σ  
未知 

( 1)XT t n
S n

µ−
= −  2

2

2

( , )

{ }

S SX t X t
n n

P T t

α

α

α

α

− ⋅ + ⋅

≥ =
 

2σ  

µ  

已知 ( )

' 2
2

1
2

1 ( )
n

i
i

W X

n

µ
σ

χ
=

= −∑


 

2 2

1 1
2 2

1
2 2

' 2

2

' 2

1
2

( ) ( )
( , )

( ) ( )

{ ( )}

{ ( )}
2

n n

i i
i i

X X

n n

P W n

P W n

α α

α

α

µ µ

χ χ

χ

α
χ

= =

−

−

− −

≥ =

≤ =

∑ ∑

 

µ  

未知 
( ) ( )

2
2

2

1
1

n S
W nχ

σ

−
= ⋅ −  ( )

( )
( )

( )

2 2

2 2

1
2 2

1 1
,

1 1
n S n S

n nα αχ χ
−

 
 
 
 
 
 
 

− −
− −
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1

2

µ

µ
−  

2 2
1 2,σ σ

已知
 

1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

( ) ( )

(0,1)

X X
U

n n
N

µ µ

σ σ

− − −
=

+



 
2

2

2

2 2
1 2

1 2
1 2

2 2
1 2

1 2
1 2

( ) ,

( )

{ }

X X
n n

X X
n n

P U

α

α

α

σ σ
µ

σ σ
µ

µ α


 − − +




− + +



≥ =

 

2 2
1 2

2

2

,

σ σ

σ

σ

已知

＝

＝

但

未知

 

1 2 1 2
1 2

1 2

2 2
2 1 1 2 2

1 2

( ) ( )
( 2)

1 1

( 1) ( 1)
2

X XT t n n
S

n n

n S n SS
n n

µ µ− − −
= + −

+

− + −
=

+ −



 

1 2 1 2
1 22

1 2 1 2
1 22

2

1 1( ) ( 2) ,

1 1( ) ( 2)

{ }

X X t n n S
n n

X X t n n S
n n

P T t

α

α

α α


− − + − ⋅ +




− + + − ⋅ + 


≥ =

 

2
1
2
2

σ
σ

 

2
1
2
2

1 22
1
2
2

( 1, 1)

S

F F n n
S
σ

σ

= ⋅ − −  

2
1
2

1 2 2
2

2
1

2 1 2
22

1 2
2

2 1
2

1 ,
( 1, 1)

( 1, 1)

{ ( 1, 1)}
2

1{ ( 1, 1)}
2

S
F n n S

SF n n
S

P F F n n

P F n n
F

α

α

α

α

α

α


 ⋅ − −



− − ⋅ 



≥ − − =

≥ − − =

 

 
(八)假设检验 

 
考试

内容 
对应公式、概念、定理 

显著

性检

验，假

设检

验的

两类

错误 

1假设检验的一般步骤 
(1)确定所要检验的基本假设 0H ； 

(2)选择检验的统计量，并要求知道其在一定条件下的分布； 

(3)对确定的显著性水平α ，查相应的概率分布，得临界值，从而确定否定域；

(4)由样本计算统计量，并判断其是否落入否定域，从而对假设 0H 作出拒绝

还是接受的判断 
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2假设检验的两类错误 

统计推断是由样本推断总体，所作的结论不能保证绝对不犯错误，而

只能以较大概率来保证其可靠性. 

第一类错误是否定了真实的假设，即假设本来成立，但被错误地否认

了，成为“弃真”，检验水平α 就是犯第一类错误的概率的最大允许值. 
第二类错误是把本来不成立的假设错误地接受了，称为“存伪”.犯这类错

误的大小一般用 β 表示，它的大小要视具体 
情况而定. 

单个

及两

个正

态总

体的

均值

和方

差的

假设

检验 

 原假设 

0H  
0H 下的检验统计量及

分布 

0H 的拒绝域 

一

个

正

态 

总

体 

0
2(

µ µ

σ

=

已知）
 0

/
~ (0,1)

XU
n

N

µ

σ

−
=  

0

2

| |
/ a

x
u u

n
µ

σ

−
= ≥  

0
2(

µ µ

σ

=

未知）
 0

/
~ ( 1)

XT
S n
t n

µ−
=

−

 
0

2

| | ( 1)
/

x
t t n

S n α

µ−
= ≥ −  

2 2
0σ σ=  

(µ已知) 

2

1 0

2~ ( )

n
i

i

XW

n

µ
σ

χ

=

 −
=  

 
∑  

2
2

1 0 2

( )
n

i
a

i

x
w n

µ
χ

σ=

 −
= ≥ 

 
∑ 或

2

1
2

( )aw nχ
−

≤  

2 2
0σ σ=  

(µ未知) 

2

2
0

2

( 1)

~ ( 1)

n SW

n
σ

χ

−
=

−

 

2
2

2
0 2

( 1) ( 1)a
n Sw nχ

σ
−

= ≥ − 或

2

1
2

( 1)aw nχ
−

≤ −  

两

个

正

1 2µ µ δ− =

2 2
1 2( ,σ σ  

已知） 

1 2

2 2
1 2

1 2

~ (0,1)

X XU

n n
N

δ

σ σ

− −
=

+  1 2

2 2
21 2

1 2

| |
X Xu u

n n

α

δ

σ σ

− −
= ≥

+
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态 

总

体 

1 2
2 2
1 2

2 2
1 2

( ,

)

µ µ δ

σ σ

σ σ

− =

=

未知

但

 

1 2

1 2

1 2

1 1

~ ( 2)

W

X XT
S

n n
t n n

δ− −
=

+

+ −
2 2

2 1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2W

n S n SS
n n

− + −
=

+ −
 

1 2

1 2

1 2
2

| |
1 1

( 2)

W

a

X Xt
S

n n

t n n

δ− −
=

+

≥ + −

 

2 2
1 2σ σ=  

（ 1µ ， 2µ

未知） 

2
1
2
2

1 2~ ( 1, 1)

SF
S
F n n

=

− −

 
2

1
1 22

2 2

( 1, 1)a
Sf F n n
S

= ≥ − − 或

1
2 1

2

( 1, 1)af F n n−≤ − −  

 

经常用到的初等数学公式 
 

初等代数 
1．乘法公式与因式分解 

2 2 2(1)( ) 2a b a ab b± = ± +  

2 2 2 2(2)( ) 2 2 2a b c a b c ab ac bc+ + = + + + + +  

2 2(3) ( )( )a b a b a b− = − +  

3 3 2 2 3(4)( ) 3 3a b a a b ab b± = ± + ±  

3 3 2 2(5) ( )( )a b a b a ab b± = ± +m  

1 2 3 2 2 1(6) ( )( )n n n n n n na b a b a a b a b ab b− − − − −− = − + + + + +……  

2．比例 ( )a c
b d

=  

(1) a b c d
b d
+ +

=合比定理  
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(2) a b c d
b d
− −

=分比定理  

(3) a b c d
a b c d

+ +
=

− −
合分比定理  

(4) , .a c e a c e a c e a c et
b d f b d f b d f b d f

+ +
= = = = = = = =

+ +
若 则令 于是

(5) y x y kx k=若 与 成正比，则 （ 为比例系数） 

(6) ky x y k
x

=若 与 成反比，则 （ 为比例系数） 

3．不等式 

1 0, 0 n na b n a b> > > >（）设 ，则  

0, n na b n a b> > >（ 2）设 为正整数，则  

(3) ,a c a a c c
b d b b d d

+
< < <

+
设 则  

3

1 2 3
1 2

(4)

,
2

,
3

n n
n

a b ab

a b c abc

a a a a a a a
n

+
≥

+ +
≥

+ + +
≥

非负数的算术平均值不小于其几何平均值，即

……
……

 

(5)绝对值不等式 

1 | | | | | |a b a b+ ≤ +）                            | | | | | |a b a b− ≤ +2）  

| | | | | |a b a b− ≥ −3）                           | | | |a a a− ≤ ≤4）  

4．二次方程 2 0ax bx c+ + =      

2 2

1 2
4 4(1) : ,

2 2
b b ac b b acx x

a a
− + − − − −

= =根  
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1 2 1 2(2) ,b cx x x x
a a

+ = − =韦达定理：  

2

0,
(3) 4 0

0,
b ac

>
∆ = − =
<

方程有两不等实根

判别式 ，方程有两相等实根

方程有两共轭虚根

 

5．一元三次方程的韦达定理: 
3 2

1 2 3

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

0 , ,x px qx r x x x
x x x p
x x x x x x q
x x x r

+ + + =
+ + = −

⋅ + ⋅ + ⋅ =

⋅ ⋅ = −

若 的三个根分别为 ，则

 

6. 指数 

(1) m n m na a a +⋅ =                           (2) m n m na a a −÷ =  

(3)( )m n mna a=                             

(4)( )n n nab a b=  

(5)( )
m

m
m

a a
b b

=                            

1(6) m
ma

a
− =  

7．对数 log , ( 0, 1, 0)a N a a N> ≠ >  

log ln(1) ,a N NN a N e= =对数恒等式 更常用  

(2) log ( ) log loga a aMN M N= +  

(3) log ( ) log loga a a
M M N
N

= −  

(4) log ( ) logn
a aM n M=  
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1(5) log logn
a aM M

n
=  

log(6) log
log

b
a

b

MM
a

=换底公式  

(7) log 1 0a =  

(8) log 1a a =  

8．数列 
（1）等差数列 

设    1a ----首项，          na ----通项 

      d ----公差，          nS ----前 n项和 

11) ( 1)na a n d= + −  

1
1

( 1)2)
2 2

n
n

a a n nS n na d+ −
= = +  

13) , , , ( )
2

a b c b a c= +设 成等差数列则等差中项  

（2）等比数列 

设 1a ----首项，  q----公比，  na ----通项， 则 

1
11) n

na a q −=通项  

11(1 )2)
1 1

n
n

n
a a qa qn S

q q
−−

= =
− −

前 项和  

（3）常用的几种数列的和 
11)1 2 3 ( 1)
2

n n n+ + + + = +L  

2 2 2 2 12)1 2 3 ( 1)(2 1)
6

n n n n+ + + + = + +L  
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3 3 3 3 213)1 2 3 [ ( 1)]
2

n n n+ + + + = +L  

14)1 2 2 3 ( 1) ( 1)( 2)
3

n n n n n× + × + + + = + +L  

14)1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
4

n n n n n n n× × + × × + + + + = + + +L  

9．排列、组合与二项式定理 
（1）排列 

( 1)( 2) [ ( 1)]m
nP n n n n m= − − − −L  

（2）全排列 

( 1) 3 2 1 !n
nP n n n= − × × =L  

（3）组合 

( 1) ( 1) !
! !( )!

m
n

n n n m nC
m m n m

− − +
= =

−
L

 

组合的性质： 

1) m n m
n nC C −=                 1

1 12) m m m
n n nC C C −

− −= +  

（4）二项式定理 

1 2 2( 1) ( 1) [ ( 1)]( )
2! !

n n n n n k k nn n n n n ka b a na b a b a b b
k

− − −− − − −
+ = + + + + + +

L
L L  

 平面几何 
 
1、 图形面积 
（1） 任意三角形 

1 1 1sin ( )( )( ), ( )
2 2 2

S bh ab C s s a s b s c s a b c= = = − − − = + +其中  

平行四边形 

sinS bh ab ϕ= =                

（2） 梯形 S=中位线×高 

（3） 扇形 21 1
2 2

S rl r θ= =  
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2、 旋转体 
（1） 圆拄 
设 R----底圆半径，H----拄高，则 

1）侧面积 2S RHπ=侧 ， 

2）全面积 2 ( )S R H Rπ= +全
 

3）体积 2V R Hπ=  

（2）圆锥 （ 2 2l R H= + 母线） 

1）侧面积 S Rlπ=侧  

2）全面积 ( )S R l Rπ= +
全

 

3）体积 21
3

V R Hπ=  

（3）球 
设 R----半径， d----直径，则 

1）全面积 24S Rπ=全
 

2）体积 34
3

V Rπ=  

（4） 球缺（球被一个平面所截而得到的部分） 

1） 面积 2 ( )S Rhπ= 不包括底面  

2） 体积 2 ( )
3
hV h Rπ= −  

3．棱拄及棱锥 
设 S----底面积，H----高： 
（1）棱拄体积 V SH=  

（2）棱锥体积 
1
3

V SH=  

（3）正棱锥侧面积 
1
2

A = × ×母线 底周长  
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三、平面三角 
1．三角函数间的关系 
（1） sin csc 1α α =                   （2） cos sec 1α α =  

（3） tan cot 1α α =                    （4） 2 2sin cos 1α α+ =   

（5） 2 21 tan secα α+ =               （6） 2 21 cot cscα α+ =  

（7）
sintan
cos

α
α

α
=                  （8）

coscot
sin

α
α

α
=  

2倍角三角函数 

(1)sin 2 2sin cosα α α=  

2 2 2 2(2)cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1α α α α α= − = − = −  

2

2 tan(3) tan 2
1 tan

α
α

α
=

−
               

21 cot(4)cot 2
2cot

α
α

α
−

=  

2 1 cos 2(5)sin
2

α
α

−
=                2 1 cos 2(6)cos

2
α

α
+

=  

3．三角函数的和差化积与积化和差公式 

(1) sin sin 2 sin cos
2 2

α β α β
α β

+ −
+ =  

(2) sin sin 2 cos sin
2 2

α β α β
α β

+ −
− =  

(3) cos cos 2 cos cos
2 2

α β α β
α β

+ −
+ =  

(4) cos cos 2 sin sin
2 2

α β α β
α β

+ −
− = −  

1(5) sin cos [sin( ) sin( )]
2

α β α β α β= + + −  

1(6) cos cos [cos( ) cos( )]
2

α β α β α β= + + −  

1(7) cos sin [sin( ) sin( )]
2

α β α β α β= + − −  
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1(8) sin sin [cos( ) cos( )]
2

α β α β α β= + − −  

4．边角关系 
（1）正弦定理 

2
sin sin sin

a b c R
A B C

= = = ，R为外接圆半径 

（2） 余弦定理 
2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  
2 2 2 2 cosb c a ca B= + −  
2 2 2 2 cosc a b ab C= + −  

5．反三角函数 
恒等式 

2 2(1)arcsin arcsin arcsin( 1 1 )x y x y y x± = + ± −  

2 2(2)arccos arccos arccos( (1 )(1 ))x y xy x y± = − −m  

(3) arctan arctan arctan( )
1
x yx y

xy
±

± =
m

 

(4) arcsin arccos
2

x x π
+ =  

(5) arctan arc cot
2

x x π
+ =  


