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第一节：行列式如何诞生的？ 

 

矩阵和行列式是线性代数的两大核心，矩阵给人以直观的印象，它就是“数的排列”，但行

列式是什么？它又是如何诞生的呢？很多人对此疑惑不清。其实行列式不是凭空出现的，它

源于解决数学中两个最古老、最根本问题的需求：求解线性方程组和理解线性变换的几何本

质。 

 

1.1、行列式诞生的源头：求解线性方程组 

 

 

 

所以，行列式最初的角色，就是一个“解的存在性与唯一性”的判官。它从一堆杂乱的系数

中，提炼出了一个决定性的数值。后来，克拉默将这一规律推广到了 n 元方程组，从而正式

确立了我们今天所熟知的行列式概念和克拉默法则。 

 

1.2、几何意义的发现：衡量线性变换 

 

随着数学的发展，人们开始用更几何化的眼光来看待矩阵。一个矩阵不仅仅是一堆数字，它

代表了一个线性变换——即对空间进行拉伸、旋转、剪切、投影等操作。那么，一个很自然

的问题是：这个变换到底对空间的“体积”做了什么？行列式在这里给出了完美而简洁的答

案：它就是线性变换的“体积缩放因子”。 
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第二节：行列式的几何意义是什么？ 

 

2.1、行列式的几何意义 

 

在二维空间中，我们有一个单位正方形（面积为 1）。经过一个矩阵变换后，它可能变成一

个平行四边形。这个新平行四边形的面积，就是这个矩阵的行列式的值。  

 

行列式 = 2 → 面积放大为 2 倍。  

行列式 = 0.5 → 面积缩小为一半。  

行列式 = 0 → 面积被压扁到 0（意味着整个平面被压缩到一条线或一个点上，信息丢失，

这就是矩阵不可逆的原因）。  

行列式为负数 → 表示空间不仅被缩放，还被“镜像翻转”了（就像左手套变成了右手套）。  

 

在三维空间中，行列式则表示对单位立方体（体积为 1）变换后，所得到的平行六面体的体

积。 

 

2.2、二维情况：从单位正方形到平行四边形 
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2.3、三维情况：从单位立方体到平行六面体 
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2.4、一般 n 维情况 

 
 

第三节：矩阵的几何化观点 

 

随着数学的发展，人们开始用更几何化的眼光来看待矩阵。一个矩阵不仅仅是一堆数字，它

代表了一个线性变换——即对空间进行拉伸、旋转、剪切、投影等操作。这是一个从“数的

表格”到“空间操纵者”的观念飞跃，我们来看几个具体的例子。本节内容会用二维平面，

因为可视化最简单。 
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第四节：元件寿命无记忆性原因解析 

 

很多人内心会产生疑问：为什么元件的使用寿命是无记忆性的？而不是使用时间越长越容易

出故障吗？ 

 

这是一个非常好的问题，它触及了可靠性工程和概率论中一个核心且反直觉的概念。 

 

人们的直觉——“使用时间越长越容易出故障”——对于大多数我们熟悉的机械或耗损型

元件（如轮胎、电池、齿轮）是完全正确的。然而，“无记忆性”是特指“指数分布”所描

述的一类故障模式，它在电子元件和某些系统中非常常见。 

 

下面我们来详细解释为什么。 
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4.1、什么是“无记忆性”？ 

 

无记忆性的数学定义是：一个元件在已经正常工作了一段时间 t 的条件下，它再继续正常

工作一段时间 s 的概率，与一个全新的元件正常工作 s 的概率完全相同。 

 

用公式表示就是： 

 

P(T > t + s | T > t) = P(T > s) 

 

通俗地说就是： 对于一个无记忆的元件，它“不知道”自己已经工作了多久。一个已经用

了 1000 小时的旧元件，在下一个小时内发生故障的概率，和一个刚从包装盒里拿出来的新

元件在第一个小时内发生故障的概率是一样的。它的未来预期寿命与它的过去无关。 

 

4.2、为什么人们的直觉（用久易坏）更普遍？ 

 

人们在直觉中认为“使用时间越长越容易出故障”描述的是磨损老化过程。这通常符合威布

尔分布或正态分布。在生活中常见的例子有： 

（1）机械部件： 轴承会磨损，润滑油会耗尽。 

（2）化学部件： 电池的化学物质会降解，容量会下降。 

（3）材料疲劳： 金属在反复应力下会产生裂纹并扩展。 

在这些情况下，故障率是递增的，即故障率随着时间而增加。元件的“健康状况”随着使用

而逐渐恶化，所以它“记得”自己承受过的损耗。 

 

4.3、为什么有些元件（特别是电子元件）会表现出“无记忆性”？ 

 

关键在于它们的故障模式。对于许多电子元件，故障不是由缓慢的磨损引起的，而是由随机

应力事件导致的。根本原因在于，故障主要是由随机发生的、外部或内部的突发应力造成的，

而不是缓慢的损耗。 

（1）外部应力： 电压浪涌、静电放电、热冲击、机械振动、宇宙射线等。 

（2）内部应力： 制造过程中微小的、无法检测的缺陷（如晶格缺陷、杂质）。这些缺陷使

得元件在承受正常工作时，也会在某个随机时刻突然失效。 

 

元件的故障发生类似于“闪电劈中”模型。想象一个人在旷野上行走，被闪电击中的概率。

他在下一个一分钟内被击中的概率，只取决于当前的雷暴强度，而与他已经在旷野上走了多

久完全没有关系。他走了 1 小时没被击中，并不意味着下一分钟就更安全或更危险。他的

“生存”是无记忆的。 
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下面我们可以看看实际电子元件发生故障的例子： 

（1）集成电路： 突然的电压过冲可能击穿氧化层。 

（2）电阻/电容： 制造缺陷可能导致其在某个随机时刻发生短路或开路。 

（3）灯丝： 虽然灯丝最终会因蒸发而变细（磨损），但在其生命的大部分时期，其断裂更

多地是由于电流冲击和振动等随机事件引起的，因此在稳定工况下，其故障率在一段时间内

可以近似为常数，表现出无记忆性。 

 

4.4、指数分布与恒定故障率 

 

“无记忆性”是指数分布的独有特征。而指数分布对应着一个恒定的故障率（用希腊字母 

λ 表示）。恒定故障率，意味着在任何极短的时间间隔内，一个尚在工作的元件发生故障的

概率是一个常数。这个常数 λ 与元件的年龄无关。 

 

➢ 浴盆曲线： 实际上，一个元件的整个生命周期故障率曲线是著名的“浴盆曲线”： 

 

➢ 早期失效期： 故障率递减。由于制造缺陷，早期容易坏，好的留下来。 

 

➢ 偶然失效期： 故障率恒定。这就是我们讨论的“无记忆性”阶段，也是元件主要

的、稳定的工作寿命期。 

 

➢ 耗损失效期： 故障率递增。磨损老化开始占主导，符合您的直觉。 

 

对于高质量电子元件，通过“老化”工艺剔除早期失效产品后，其有效寿命期（偶然失效

期）非常长，在此期间，用指数分布和无记忆性来建模是非常合适的。 

 

4.5、小结 

 

人们的直觉是正确的，对于大多数存在物理磨损和老化的元件，确实是使用时间越长越容

易出故障。而“无记忆性”是一个特定的数学模型，它精准地描述了另一大类故障模式—

—即由随机冲击引起的故障。在这些情况下，元件的“未来寿命”不依赖于它的“已使用

时间”。这在电子工程和可靠性计算中是一个极其重要和有用的简化模型。 

 

第五节：似然函数的深刻理解 
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第六节：矩阵的秩 
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第七节：莱布尼茨公式 

 

7.1、莱布尼茨公式是什么？ 

 

 
 

7.2、莱布尼茨公式重要吗？ 
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